TERCERA PARTE

ANALISIS

Vamos a ocuparnos ahora de algunos capitulos importantes
del Andlisis considerados desde nuestro punto de vista y anilo- -
gamente a lo que hemos hecho con la Aritmética y el Algebra.
Lo més importante ser4 hablar de las llamadas funciones trans-
cendentes élementales, que ya en-la enseflanza secundaria des-
empefian un gran papel y son: la exponencial, la logaritmica
y las trigonométricas. Comenzaremos. por las dos primeras.,

I. EL LOGARITMO Y LA FUNCION EXPONENCIAL

Ante todo vamos a recordar brevemente la marcha que se si-
gue en la ensefianza elemental y la generalizacién que después
se hace en el Hlamado Andlisis algebraico.

1. - Sistemdtica del Andlisis ulggbraico

Se parte aqui de la potencia a=b" y se procéde a su gene-
ralizacién, pasando sucesivamente del exponente natural c al
entero megativo, de éste al fraccionario y finalmente, con ciertas
restricciones, al irracional ; con lo cual el concepto de raiz queda
unido al concepto general de potencia. Sin entrar en pormenores
sobre la potencia, recordemos solamente la regla de la multipli-
cacion : ' ' :

bc‘bCI — bc.w’.
la cual reduce la multiplicacion de dos numeros a la adicion de

exponentes. La posibilidad de tal reduccién, que como se sabe es
el fundamento del cdlculo logaritmice, hallase basada formalmen-
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te en la coincidencia de las leyes formales de la multiplicacién ¥
de la adicién, ya que una y otra son conmutativas y asociativas

La operacién inversa de la potenciacién nos da el logaritmo:
Se dice que el numero c es el logaritmo de a en el sistema de
base b:

c=log,a

De esta definicién se desprenden ya una série de dificultades’
intrinsecas sobre las cuales suele pasarse de largo, sin pretender
superarlas, por cuya razén vamos a detenernos en su examen
para desvanecerlas completamente.

Para ello, serd mas cémodo considerar a y ¢, cuya depen-
dencia mutua queremos investigar, como variables, introducien-
do para representarlas los simbolos corrientes x e ¥, con lo cual
nuestras ecuaciones fundamentales seran :

x=b?, y=logyx

‘Supondremos que b es siempre positivo ; pues si fuese nega-
tivo, para valores enteros de y tomaria x valores alternativamen-
te positivos y negativos, y para valores fraccionarios de y valores
en general imaginarios y el conjunto de estos pares de valores de .
X ¢ y, no podrian formar una rama continua de curva. Aun supo-
niendo b>0, es preciso establecer, aunque no se diga expresa-

. m.
‘mente, algun convenio ; pues para un valor fraccionario de y= -

L3

‘(donde m y n son primos entre sf) es sabido que x=b " se defi-

ne como :/W y estas raices tienen n valores, y aun limiténdc;-
nos a los nimeros reales, para el caso de n par habria dos valo- -
res. El convenio a que nos referimos es que se tomard siempre
para valor de x ld raiz positiva;, que suele Hamarse determinacion
aritmética o valor principal de la raiz. ‘

El alcance y las ventajas de este convenio se ponen en evi-
dencia acudiendo a la curva logarltmlca, 1epresenta01on graﬁca
de y=logw (fig. 50).

Cuando y recorre el conjunto denso en todas partes de los
nlimeros racionales, los valores principales de x forman un con-
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junto de puntos, denso en todas partes, sobre la curva. Si, ade-
més, marcasemos los valores negativos de x, correspondientes a
-denominadores pares de y obtendriamos un conjunto de puntos
siempre denso en todas partes, pero que se podria calificar de
semidenso con respecto al anterior, y situado en la curva simé-
trica de aquella respecto del eje de las y, representada por la
ecuacién y=1log (—x). A primera vista, no se percibe la razén
.de por qué cuando se admite toda clase de valores reales, inclu-
so los irracionales, los valores principales de x formen una curva
.continua absolutamente regular, y si ocurre lo mismo, o la razon

§

.y:‘g.?ﬂ.x) j_@f

'

{

Figura go

-de que no ocurra, con los valores negativos de x. Més adelante
‘veremos que esto sélo puede comprenderse recurriendo a con-
.ceptos de la teoria de funciones que no caben en-la ensefianza
elemental, por lo cual se renuncia ¢n ella a la explicacién total
de la cuestién, conformdndose de ordinario con establecer el
convenio autoritario, que al alumno le parece natural, de supo-
ner. siempre b>>0 y no tener en cuenta mds que los valores prin-
-cipales positivos, siendo inadmisible todo lo demds ; basandose en
esto se establece en seguida el teorema de que el logaritmo es
una funcidn uniforme definida sdélo para argumentos positivos.
Se ha desarrollado y extendido mucho el conocimiento de los’
logaritmos, hasta el punto de que los alumnos manejan ya las
tablas de logaritmos y de ellas se sirven para el cdlculo préctico ;
pero todavia hay establecimientos de ensefianza (en mi tiempo

s
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era esto lo ordinario) en que apenas se dice nada de cémo-se
construyen tales tablas. No podemos menos de condenar este he-
cho inspirado en el m4s bajo utilitarismo y contrario a todo prin-
cipio de elevada pedagogia. Felizmente, hoy ya en casi todas
partes se habla del cdlculo logaritmico 'y para servir a este fin en
muchas escuelas se trata la teoria de los logantmos naturales y
de los desarrollos en serie.

En-lo que respecta a la primera, la base del sistema de loga-
ritmos naturales o neperianos es, como se sabe:

" :
e =lim (1 -+ i) = 2,7182818 ..
. S n ;
En la mayor parte de los libros, siguiendo un patrén francés,
se pone esta definicién del ntimero e, sin justificacién ni expli-
cacidén alguna, como base de la teorfa, con lo cual se omite
precisamente lo més caracteristico y necesario para la mejor in-
teligencia de la cuestién: la razén de por qué se emplea este no-
table valor limite como base, y por que se les llama naturales a los
logaritmos ast obtenidos.
.. Con la misma falta de justificacién aparece frecuentemente el
desarrollo potenc1al se escribe sencﬂlamente :

log Q+x)=a,+a,x+a, Nt ;

y se calculan los coeficientes a,, a,, a,, ... utilizando las conoci-
das propiedades del logaritmo y se hace ver la convergencia de
esta serie para todos los valores de x tales que |x|<C1. Con esta
manera de proceder queda completamente en el aire por qué una
funcién determinada de modo tan arbitrario como el logaritmo,
segin la definicion dada en lu ensefianza secundaria, puede ser
desarrollada en serie de potencias.

2. Desarrollo histérico de la Teoria

Vamos a buscar, ahora, todas las conexiones intimas que aquf
-echamos de menos y a ver las razones fundamentales que expli-
can el por qué aquellas definiciones aparentemente arbitrarias
tienen que conducir a resultados légicos' y. satisfactorios. Breve;--
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mente dicho : si s¢ quiere comprender bien en toda su extension la
teoria de los logaritmos, lo me]or es examinar a grandes rasgos
su desarrollo histdrico ; veremos asi que lejos de corresponder a
lo que indica la marcha antes apuntada, seguida en la ensefian--
za, parece como si éste fuese una proyeccién tomada desde un
punto de vista inconveniente.

Aparece en primer término en este proceso histérico, en el
siglo Xvi, un matematico alemén, el suavo Miguel Stifel que pu-
blicé en Nuremberg su Arithmetica integra el afio 1544 ; por con--
siguiente en- los primeros tiempos del Algebra actual, un afio-
antes de que Cardapo publicase también, en Nuremberg, su obra.
ya mencionada. '

En esta obra, que como la mayor parté de las que mis ade--
lante se ‘irdn citando, puede verse en la completisima Biblioteca
de la Universidad de .Gotinga, se encuentra por primeéra vez
el cdlculo con potencias de exponente racional cualquiera 'y, en
particular, la regla de la muliiplicacion. Stifel da también (pa-
gina 250) la primera tabla de logaritmos que existe, siquiera
sea muy rudimentaria; contiene solamente los ntimeros ente--
ros desde —3 hasta 6, como exponentes, colocados al lado de -

las correspondientes potencias de 2, desde —é- hastd 64. Parece

Que Stifel se dié clara cuenta de la importancia de la teoria que
asi se iniciaba, pues observa que podria escribirse un libro entero
que tratase exclusivamente de estas notables relaciones numéricas..

Para hacer realmente aplicables los logaritmos al cdlculo nu-
mérico, le faltaba a Stifel todavia un medio auxiliar importante,
las - fracciones decimales; y sélo cuando se conocieron 'éstas.
—después del aiio 1600—, hubo la posibilidad de constmw unas
verdaderas tablas de-logaritmos.

Las primeras tablas se deben al escocés Juan Napier (o Neper):
que vivié-en los afios 1550-1617 ; aparecieron por el afio 1614 en
Edimburgo, bajo el titulo: «Mirifici logarithmorum canonis des-
cription; y el entusiasmo que despertaron puede colegirse de los.
sugestivos versos que a modo de predmbulo les .precedfan, en
los que diferentes autores ensalzaban la excelencia de los loga-
ritmos. Por lo demds, el procedimiento de Neper para el célculo-
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de logaritmos sélo fué-publicado después de su muerte, en 1619,
con el titulo «Mirifici logarithmorum canonis construction (1).

~ Independientemente de Neper, el suizo Jobst Biirgi (1552-1632)
habia calculado una tabla que publicé en Praga en el afio 1620,
con el titulo «Arithmetische und geometrische Progresstabulnn.
Nosotros los de Gotinga, consideramos a Biirgi casi como un
compatriota ; puesto que vivio 1arcro tiempo en Cassel. Se puede
decir que Cassel y en particular su antiguo observatorio, fué po-
blacién de importancia extraordinaria para la Ciencia por el des-
arrollo que en ella tuvieron la Aritmética, Astronomia y Optica
. anteriores-al descubrimiento del Célculo infinitesimal, de igual
modo que lo fué mas tarde Hannover como residencia de Leib-
niz. Tenemos, pues, en las inmediaciones de Gotinga, mucho
antes de la fundacién de la Universidad, lugares de importancia
histérica para la ciencia matemdtica.

Es muy instructivo comparar entre si los dos procesos menta-
les de Neper y Biirgi. Ambos parten de los valores de x= b
correspondientes a valores enteros de y ; y los disponen de
modo que las diferencias entre los valores sucesivos de los
numeros x sean lo menores posible, para lograr en la mayor
medida el-fin de hacer corresponder a cada nimero x un loga-
ritmo, cosa a la que hoy se llega ya en la ensefianza secunda-
ria, dando a y los valores fraccionarios de que antes se hablé.
Neper y Biirgi eluden todas las dificultades que siguiendo este
.camino se presentan y llevan a feliz término su obra con la in-
tuicién del 'genio, mediante ‘la. sencilla y feliz idea de elegir la.
base b muy proxima a la unidad, con lo cual se logra, en efecto,’
que las sucesivas potencws de b difieran muy poco entre si. Blirgi
tomé el valor de b=1,0001, mientras Neper utiliza un valor
menor que la unidad, el b=1-0,0000001=0,9999999, por consi-
guiente méas préximo todavia a la unidad que el de Biirgi. La
razén de esta divergencia ‘entre Neper vy lo que hoy es de uso
corriente, estd en que a Neper le preocupaba la aplicacidn al
«cdlculo trigonométrico, y queria ante todo obtener logaritmos de .
fracciones propias (seno y coseno), ios cuales son negativos
para b>1, y positiVos para b<t1. Ambos investigaddres tienen

(1) Lugduni, 1620. Hay una replOdL\CCléﬂ fototipografica, hecha' en
Parfs en 1895.
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de comtn la idea fundamental de emplear solamente potencias de
exponente entero de b v, por lo tanto, eludieron completamente la
multiformidad que de otro modo apareceria. .
Calculemos, ahora, en el sistema de logaritmos de Biirgi, las
potencias correspondientes a dos valores consecutivos del expo-
nente, yey+1l:

%=(1.0001)", z+Avy=(1,0001)* ;

por sustraccién, se deduce
‘ x

A = (1,000) (1,0001 —1) =
z = ( 90)( ) 104

y' si escribimos en lugar de la diferencia 1 de los exponentes la
expresion mas general Ay :

Ay 10t

Ax x [1a)

Tenemos, asi, una ecuacion de diferencias para el sistema de
logaritmos de Biirgi, que éste mismo aplicé para el cdlculo de su
tabla. Una vez determinado el valor de x correspondiente a un
valor de y, obtiene el que corresponde al siguiente, y+1, por
adicion a X de —— .

’ 10t :

De igual modo se deduce que los logaritmos neperianos sa-

tisfacen a la ecuacion de diferencias
Ay 107

il [15]

Para reconocer la intima relacién entre ambos sistemas, con-

sideremos en lugar de y primero los nimeros 1,2/4 v después los
- I%? (lo que equivale a suprimir la coma en la expresién deci-
mal del logaritmo); y designemos los nuevos nuimeros también
por y ; se obtiene entonces en los dos sistemas la misma ecuacion
de diferencias : .

rvik e
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a la cual satisface una serie de mﬁmieros cuyos valores sucesivos
difieren en o0y0001 en el ﬁrzmer caso, y en —0,0000001 en el
segumdo. :

Para mayor comodidad supongamos trazada la curva gréfica
de la funcién exponencial (fig. 51) ; los pares de puntos {x, ¥} en

v

Figura 51

*los sistemas de Neper y Biirgi aparecen ante nuestra vista como
vértices de una linea quebrada inscrita en la curva exponencial

z={(1 0001)1°°0°y y  z = (0,9999999)10000000¥

respectivamente, formandose escalones que tiemen altura cons—
tante A y=0,0001 y Ay=0, 0000001, como se indica en la flgura.

Otra mterj)retacwn geométrica en que no es preciso el empleo
-de la curva exponencial, sino que, por el contrario, muestra ef
camino natural para llegar a €lla, se obtiene cuando sustituimos
la ecuacion de diferencias [2] por la siguiente ecuacion suma-
toria (en cierto modo, «mtegréndola»)

a8

4
: 4]

y:

donde se entiende que, en la sumacién, £ crece discontinuamente
desde 1 hasta x, de tal manera que el valor correspondiente:
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A y=‘A~E— es constantemente igual a 10™* y —1077, respectiva-

mente, lo. ue da AE= g AE = 3 .
a LTV AT

Este procedimiento se puede kex'presar muy sencillamente en
lenguéje'g-eométriCo ast (fig. 52) : Se dibuja la hipérbola n= 1 cn
el plano (&,' M)V se constmyéh, sobre el eje &, empesando en el
- punto E=1, todos los puntos que se suceden segin la ley AE= £

104
{suponiendo, como aqui lo hacemos, el caso de Biirgi), y sobre

=4
1?7 Vg

o .
AL N, A& X . .
. Figu.ra 52 '

%

N .
cada uno de los intervalos que asi resultan se construyen rectdn.

: 1 z M z .
gulos de altura — ; cada uno de éstos tiene uno de sus vértices

en el punto de la hipérbola de abscisa &, y todos ellos tienen el
4rea constante A& L =1 .
. ) £ 104

- Ellogaritmo de Biirgi de x es, segin [4], 10* veces la suma de
todos estos rectdngulos inscritos en la hipérbola y comprendidos
entre 1 y x. Cosa anéloga se dice para el sistema de logaritmos
neperianos.

Partiendo de esta 'L’thima'iﬁterpretacidn se llega inmediata-
mente a los logaritmos naturales, sin mds que sustituir la suma
de rectingulos por el drea (rayada en la figura) de la superficie
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limitada por la hipérbola, el eje de las & y las ordenadas £=1 y
§=x; como es sabido, la férmula que la expresa es

lognat.xzf;—c—lvg—.
i &

Este fué, en efecto, también el proceso histérico, v en el afio
1650 se dié este paso demswo, cuando la Geometria analitica
habia llegado a ser del acervo comtn y el célculo infinitesimal
trabajaba en la evaluacidén de cuadraturas de las curvas cono-
ridas. k

Naturalmente, para aceptar esta definicién de logaritmos na-
turales, debemos convencernos, ante todo, de que % realmente
posee la propiedad fundamental de que el logaritmo del produc- .
to es la swma de los logaritmos de los factores, o empleando el
_lengua]e moderno, que la funcién definida por la cuadratura de
la hipérbola

. © qE
fio)= [ 25
(a0) e

satisface al sencillo teorema de adicion:
f o)+ (o) =f (%, . %)

En efecto, al variar x, y Xy las diferenciales de ambos miem-

" bros son, por la definicidn de integral, ax 4 =2 dzy (2109
Zy Xy AR N

tlvamente, y como son iguales los dos miembros, deben diferir
en una constante, la cual es nula, comg se ve cuando ponemos
x,=1 (puesto que f(1)y=0).

Veamos, ahora, cudl debe ser la «base» de los logamtmos na~
turales ; basta para ello, observar que el paso de la serie de rec-
tingulos al 4rea de la hipérbola se realiza cuando se toman en -

respec-

el eje «de abscisas los puntos tales que Ag= -hE—— en lugar de
AE:T%Z’ y se hace crecer n infinitamente, lo cual équivale a
reemplazar la sucesidn de valores de Biirgi x=(1,0001)*°°** por

. ny .
la x= (1 + %) haciendo que ny tome todos los valores enteros.
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Esto, segtin la definicién general de potencia, se expresa dicien-
. n : ’

do que x es la potencia y-€sima de (l + 712—) ; ¥ por lo tanto, pa-
rece natural tomar como base de este sistema dé logaritmos el
lm;xO (1 —[—;%—) , valor que es precisamente el que de ordinario
w=

toma como definicién del ntimero e, al exponer la teoria de estos
logaritmos. Por lo demds, es digno de observar que la base de
Biirgi (1,0001)19°°°=2,718146 coincide en sus tres primeras cifras
con la expresion decimal del ndmero e.

Vamos, ahora, a considerar el desarrollo histdrico de la teoria
de los logaritmos después de Neper y Bfu'rgt y en este aspecto
hay aqui que observar que , o

1.° El matemdtico Mercator ya antes mencionado (pag. 118),
fué uno de los primeros que se sirvid de la definicidn de los lo-
garitmos naturales por el drea de la hipérbola ; en su libro «Lo-
garithmotechnica» de 1668, asi como en algunas memorias pu-
blicadas en las Philosophical Transactions de la Real Academia
de Londres, en los afios 1667 y 1668, muestra, razonando del
maodo que corresponde a 10 que en lenguaje moderno acaibamos

de decir, que f (%)= [ — solo difiere de los loga'rztmos vulga-

res, o sea de aquéllos cuya base es 10-—ya entonces utilizados en
el cdlculo—en um, factor constante, el llamado mddulo del sistema
de logaritmos. Ademés introdujo la denominacién de «logaritmos
naturales» o también «logaritmos hiperbdlicos» (1). La mayor con-
tribucion de Mercator es, sin ‘embargo, la delerminacidn de la-
serie logaritmica que obtuvo por integracidn término a término

de la serie obtenido por division de — operacién que puede

considerarse come una de las que abren nuevos horizontes a la
investigacién- matemadtica, como ya dijimos (pdg. 118).

2.° En este mismo lugar hemos referido también cémo New-
ton, aprovechando estas ideas de Mercator obtuvo dos nuevos e
importantes teoremas : el teorema general del binomio y el método
la inversion de las series. Este Gltimo se encuentra ya én un tra-

(1) Philosophical Transaction of the Royal Society of London, IIAI, pé-
gina 761, 1668,
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‘bajo que corresponde a la época de su juventud «De analysi per
aequationes numero terminorum infinitasy, el cual s6lo méas tarde
fué dado a la imprenta, pero desde 1669 se habia propagade por
copias manuscritas (1). En él (2) se deduce por primera vez de
la serie de Mercator para y=x por inversion, la serie ewpo-
‘nencial : '

Ly 1
x"}+1z+21+3z+

Como ntiméro cuyo logantmo natura] es y 1, resulta de ‘
;aqui el

. . |
€—1+‘“+'5T gz—.—f—...

y entonces puede ya deducirse, utilizando’ la ecuacién funcional
-del logaritmo, que para cada valor racional de y; en el sentido
de la definicion ordinaria de abotencia, es x uno de los valores de .-
€%, precisamente el positivo, como més tarde tendremos ocasxén
de ver, ©

La funcidn y=log natx es, por tanto, lo que, en efecto, segim
la definicion ordinaria, se llamaria el loémitmo de x de base e,
-estando definido e por la serie, no como lim (1 + )n ..

n=uwo
32 Un camino mds comodo para deducir la serie exponen-

‘cial abrié6 Brook Taylor, después dé haber expuesto en su Me-
thodus incrementorum (3) el principio general del desarrollo en
.serie de una funcién, que lleva su nombre del cual hablaremos
«mas tarde,

Taylor sélo necesité utilizar la relacién contenida en la defl—'
nicién del logaritmo por medio de la integral:

dlog x

_ 1
dx x

?

(1) I. Newton, Opuscula, 'Iom I (L.ausannae 1744), op. 1. Primero
aparecié en 1711, . )

(2) Loc. cit., pag. 20.

(8) London, 1715f
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para obtener la funcién inversa

y pudo ya escribir la serie exponencial como un caso particular
de la serie general estudiada.

Hemos visto ya (pag. 123), c6mo a esta fructifera época de 1a
evolucién matematica siguié la critica, .casi se pudiera decir el
periodo’ de descontento intelectual, en el que ante todo se trata-
ba de dar sélido fundamento a los nuevos resultados obtenidos
y eliminar de ellos lo que pudiera haber de falso. Ahora vamos .
a ver lo que en este sentido hicieron con sus obras Euler y La-
grange en 10 que se refiere a la funcién exponencial y al loga-
ritmo.

Empecemos con la obra de Euler «Introductio in analysin in-
finitorum» (1), sefialando por adelantado la exiraordinaria v ad-
mirable habilidad analitica que Euler muestra en todos sus tra-
ba;os, en los que, sin embargo no hay traza ninguna del rigor
que hoy se acostumbra exigir.

Euler parte en sus mvestzgaciones del teorema del binomio :

—1) H{iI-2)

) = k2
1+ k) 1+ + 12 + 1923

B4+ ...

restringido a valores enteros de 1 ; en su Introductio no conside-
raba otra clase de valores de y. Este desarrollo lo aplicaba a la

) »y c . : . .
expresion (1+——/}—2—) , suponiendo entero ny ; hacfa crecer n infi-

nitamente, siempre dentro de esta condicién, y. efectuaba este
paso al limite en cada uno de los términos de la serie, con lo cual
obtenfa la serie exponencial

, ¥,y
=1y ot T gyt
definiendo

e = lim (1-{——:7)”.

n==0 \

{1) Lausanne, 1748, cap. VII, pag. 85 y sig. Puede verse también el
tomo VIII de las obras de Euler, editadas bajo la direccién de Rudio,
Krazer y Stiéckel, :

15
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Naturalmente, Euler no se preocupé de justificar el rigor de
cada uno de estos pasos al limite ; por ejemplo, ver si la suma
de los limites de los términos de una serie es realmente el limite
de la suma de la serie. :

Esta manera de deducir la 'serie exponencial se conserva
en sus lineas génerales en gran numero, de tratados de Céalculo
infinitesimal ; si bien se ha alargado tanto mas cuanta mds impor-
tancia se ha dado a la justificacién de cada uno de esos pasos, de
que prescindia Euler. Por lo demdas, para que se vea el gran in-
flujo que en esta teoria ha ejercido el libro de Euler, basta obser-
var que el uso de la letra ¢ para designar la base del sistema ne-
periano procede de él: «Ponamus autem brevitatis gratia pronu-
mero hoc 2,71828... constanter litteram e...» ; dice en la pagina 90.

Digamos ya, con esta ocasidn, que Euler dedujo de manera
‘completamente andloga las series del semo y coseno. Para ello

, ) ) ©
partia del desarrollo de sene segin las potencias de sen _n_ y

hacia crecer n infinitamente, Esto se reduce, en realidad, a un
paso al limite en la férmula del binomio, como se ve qm mas
que utilizar la férmula de Moivre:

cos@—kzsen?:(cos%-—l—‘zsen*n—) (cos~—) (1+1,tg—‘) .

Consideremos, ahora, la obra de Lagrange «Théorie des fonc;-
tions analytiquesy» (1). También aqui es de observar en primer tér-
mino que las cuestiones de convergencia son tratadas sumamente
a'la ligera por Lagrange. Ya antes (pag. 120) dijimos que éste sdlo -
considera funciones definidas por series de potencias de su argu-
mento y define sus derivadas de un modo puramente formal por
las series derivadas de aquéllas. Para él, pues, la serie de Taylor

f(:H—h) f(x)+hf($)+ f()+

es, simplemente, el resultado de una transformacion formal de la
serie primitiva f(x+h) ordenada por Jas potencias crecientes de
%+ h. Por consiguiente, cada vez que aplica esta férmula a una

1) Parfs, 1797. ———Reprodumdo en Lagrange: QOeuvres, tomo 1V, Paris,
1881, Véase, en particular, el Capftulo III, pAg. 34 y siguientes, :
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funcién determinada deberfa demostrar que la funcién pertenece
a las «analiticas», es decir, que se puede desarrollar en serie po-
tencial. ‘ '

Empieza Lagrange considerando la funcién f(x)=x", para
“walores racionales de x, y determina f'(x) como coeficiente de
h en el desarrollo de (x+h)*; bastdndole calcular los dos pri-
meros términos de este desarrollo. Segtn la misma ley obtiene
f'ee), f"(x), ..., apareciendo el desarrollo bindmico de (x+h)®
como un caso particular de la serie de Taylor f (x+h). Por otro
lado es digno de observar que Lagrange no trata especialmente
el caso del exponente irracional, sino que para él es evidente
una vez que ha considerado todos los valores racionales; cosa
interesante, cuando se tiene en cuenta el gran cuidado que hoy
se presta al paso del exponente racional al irracional.

De modo .andlogo procede Lagrange al tratar la funcién
f(x)=(1+b)*; ordena el desarrollo binémico de ia funcién
(L4 b)** segtin las potencias de &, halla f'(x) como coeficiente
de k ; y siguiendo la misma ley f'(x), {"'(x), ... y asi llega, for-
malmente, a la serie de Taylor para f(x+h)=(1+0b)*", de la
que, poniendo x=0, obtiene la serie exponencial buscada.

Terminaremos esta rdpida ojeada histérica, en la que no he-
~ mos citado, naturalmente, més que los nombres mas famosos, ex-
poniendo brevemente lo que el siglo XIX ha aportado como nue-
vas contribuciones fundamentales.

En primer lugar es de mencionar:

1> La formacidn de definiciones y conceptos rigurosos sobre
la convergencia de las series y de otros procesos infinitos. Figura
en primer término Gauss con su Abhandlung iiber die hvpergeo-
metrische Reihe, en 1812 («Disquisitiones generales circa seriem

infinitam 1+ ii—?—x«}- ) (1) ; sigue Abel con su trabajo sobre la

4

serie binémica, en 1824 (Untersuchungen iiber die binomische

Reihe ,1+ ( ) +( )xzﬁ+...) ©); en tanto que Cauchy, en el

(1) Conmentationes societatis regiae Gottingiensis recentiores. Vol, 11, -
1813, pag. 1-46.=Werke, Bd. III, pig. 123-162. Trad. alemana de Slmon,
Berlfﬂ 1888.

(2) Crelles Journal fur die reine und a.nge'wa/ndte Ma.themat1k Tomo
I (1826), pag. 311-339=Ostwalds Klassiker, nam, 71.-
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afio 20, en su Cours d'Analyse (1), expone, por vez primera, consi-
deraciones generales sobre la convergencia de las series, El resul-
tado de estos trabajos, para las series aqui consideradas, es que
todos los resultados anteriores son werdaderos em el campo de
convergencia, si bien las demostraciones, exactas para ellos serian
mwy complicadas,’ .

Puede verse una, exposmlén completa’ de tales demostracio-
nies en forma moderna, en el Algebraische Analysis de Burkhardt
o en el libro ya mencionado de Weber-Wellstein (2).

2° Aunque mis tarde tendremos que hablar circunstancia~
damente de ello, debemos aqui mencionar la fundamentacidn
exacta y rigurosa del Cdlculo infinitesimal por Cauchy; por él se
_ha llegado a dar completa exactitud matemdtica a la teoria de
logaritmos, fundada el siglo XviT por Biirgi y Neper.

3.° Por dltimo, es de citar aqui el nacimiento de una teorfa,
suficiente por si sola para la completa comprensién de las fun-
ciones logaritmica y exponencial, la teoria de funciones de varia-
ble compleja, llamada frecuentemente, para abreviar, teoria ds
funciones. Guss fué también quien vié primero los principales
fundamentos de esta teoria, aun cuando poco o casi nada publi~
¢6 sobre ella; Para nosotros es sobre todo interesante una carta
a Bessel de 18 de. diciembre de 1811, que fué publicada’ mucho
més tarde (8), en la que se trata con admirable claridad de la

szgmfzcacwn de la integral f — ¢n el plano complew v se ex-

plica cémo represénta tuna funcwn mfm1t1forme ,

La gloria de haber creado la teorfa de las funciones de va-
riable compleJa, 1ndepend1ente de otra disciplina, y de haberla
dado primero a conocer, corresponde, por lo demas, a Cauchy.

- El resultado de estas observaciones relativas a los comienzos

' del siglo X1X puede resumirse diciendo que la introduccion de los
logaritmos naturales partzendo de la cuadralura de la hzﬁerbola
tiene el mzsmo ngor que cualquier otro métode, con la ventaja,

(1)  Premiére partle Analyse algébrique. Parls, 182].=Oecuvres, Serie
II, t. TI1. Parfs, 1897.

(2) Puede verse también, p e] : Rey Pastor, Teoria de funczones reales
Madrid, 1922.

(8) Briefwechsel zwischen Gauss und Bessel, herausgegeben *von Au-
wers, Berlfn, 1880. ‘También Gauss Werke.*tomo VITI, 1900, pag. 90.
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como ya hemos visto, de superar a todos los demds en sencillez
e intuicion. ’

3.' Algo sobre la enseiianza de la teoria de logaritmos

Es indudable que este desarrollo moderno ha pasado de un
modo extrafio por la ensefianza secundaria sin dejar minguna
huella en lo fundamental, como repetidas veces hemos sefialado.
A pesar de todas las dificultades y todos los inconvenientes, to-
davia hoy se recurre en aquella ensefianza al Andlisis' algebraico
y se elude todo empleo del Cdlculo infinitesimal, no obstante ha-
ber desaparecido hace bastanteé tiempo el recelo que esta disci-
plina despertara en el siglo xviit. La razén de ello hay que bus-
carla en queé el incesante progreso de la Matemdtica en el siglo
XIX se ha realisado sin establecer el menor contacto con la en-
sefianza-matemdtica secundaria, cosa tanto mds rara, cuanto que
ya en los primeros decenios de este siglo empezé la formacién
especificamente matemdtica de los candidatos al magisterio. Ya
hemos dicho en la introduccién que esta discontinuidad es la que
impide toda reforma en la ensefianza tradicional. Se preocupén
muy poco en la ensefianza secundaria de cdmo puede la ense-
flanza superior seguir construyendo sobre la base que aquella le
proporciona, 'y las més de las veces se conforman con definicio-
nes que por el momento quizd basten, pero que nada significan
frente al cimulo de necesidades de la ensefianza superior. Y, re-
ciprocamente, es corriente que [a ensefianza superior no se cuide
de apoyarse en lo dadqQ ya en la secundaria, sino que construya
sus sistemas propios sin otro.enlace con lo anterior que la indi-
cacién, no siempre acertada y frecuente' «Esto ya ha sido visto
en la segunda ensefianzan.

Hay que réconocer, sin embargo, que no siempre acontece
esto; hay profesores universitarios que al dar sus lecciones a
naturalistas y técnicos, basdndose en su experiencia han adoptado
la introduccion de los logaritmos de modo muy parecido al que
venimos recomendando, Citemos a este respecto la obra de Schef-
fers, «Lehrbuch der Mathematik fiir Studierende der Naturwis-
senschaften und Techniky (1) ; en’ella, en los capitulos VI y VII,

(1) Leiprig, 1905. 5.2 ed., 1921.
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se ‘exi)one ina teoria campleta del logaritmo y de la funcién expo-
nencial que coincide con la bosquejada en las paginas ariteriores, .
y en el capitulo VIII se da una teorfa semejante de las funciones
trigonométricas. Recomendamos al lector la lectura de esta obra,
muy apropiada para el uso-a que se‘destina, de lectura muy co-
moda y facilmente accesible hasta para las inteligencias media-
nas. En ella se pone de relieve la gran habilidad pedagogica de
Scheffers, por ejemplo, en la- teorfa de los logaritmos haciendo
ver cuidn pocas son las nuevas férmulas que hay que aprender
de memoria ua vez comprendido todo lo demas, porque enton-. .
ces, cuando hacen falta, se deducen inmediatamete ; lo cual ani-
ma al lector a seguir el estudio a pesar de la aparente muche-
dumbre de nuevos resultados. Digamos también, por lo que hace
a las conexiones que venimos examinando, que Scheffers supone
conocida toda la exposicién elemental, pero construye la suya
con total independencia de aquélla, suponiendo que la mayoria
de aquella ha sido olvidada ; no lleva, sin emibargo, la obra a que
nos referimos la menor intencién de proponer planes de reforma
en la ensefianza secundaria, contrariamente a lo que ocurre en
NOSOtros. ' ‘ '
Vamos, ahora, a exponer concisamente el modo como cree-
mos deberfa hacerse la introduccion de los logaritmos en la en-
sefianza, siguiendo el camino mds. natural v sencillo: el concepto
fundamental, la fuente de donde se deriva esta introduccidn de
nuevas funciones es la cuadratura de curvas conocidas. Esto co-
rresponde, como ya hemos visto, de tina parte al proceso histo-
rico, pero también de otra al procedimiento seguido en lus regio-
nes superiores de la matemdtica, como ocurre, por ejemplo, con
las funciones elipticas. o
Siguiendo este principio general, partiremos, ahora, de la hi-

érbola nzy—l— y designaremos el drea de la superficie limitada
= Y g ( ‘

e

por la curva, las ordenadas correspondientes a E==1, E=x y el
eje de las x como logaritmo de x. Cuando la ordenada extrema
varia, la representacién geométrica permite ver facilmente la va-
riacién experimentada por el 4rea ; y por consiguiente, se puede

dibujar (fig. 53) aproximadamente la curva y=Ilogk.
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Para llegr a la ecuacion funcional del logaritmo del modo.
mds sencillo posible, partiremos de la relacién :

«que se deduce por la transformaciéon c£=& de la variable de
. integracidén ; es decir, el drea comprendida enire las ordenadas
1 v x es la misma que la comprendida entre las ordenadas c y cx.

Figura 353

Este hecho tiene una sencilla traduccién geométrica, observando
que la magnitud de esta drea debe quedar invariable, va que al
trasladarse a lo largo de la hipérbola, en la misma razén en que
aumenta su base se reduce su altura. De este teorema se deduce
en seguida el teorema de adicién : ’ '

1

Serfa muy de desear. que se comprobase lo prictico de este
‘modo de proceder en la énsefianza ; en cuanto a los pormenores
de cémo deba realizarse, es problema que debe resolver natu-
‘ralmente el profesor experimentado. En el plan de ensefianza de
- Meran no nos hemos atrevido todavia a proponer este camino

€Omo norma. :



— 232 —

4. Punto de vista de la Teoria de funciones

Veamos, por dltimo, de qué manera se tratan los logaritmos
en la moderna teorfa de funciones, en la cual quedan satisfacto-
riamente aclaradas las dificultades presentadas ya anteriormente.

_Introduciremos, desde ahora en adelante, en lugar de y y x
las * variables complejas w=u+iv y z==x+iv. Entonces:

1> El logaritmo se define por la integral
w = f 4L [
& .
en la cual la trayectoria de integracién (fig. 54) es una linea cual-

NV
'P‘/anog ) ’2'

Figura g4

quiera del plano complejo ¢ que va del punto t=1 al ¢{==2 del
plano . ‘

2.° Segtn que la trayectoria de integracién no rodee el
punto £=0, o lo haga ‘una, dos, ..., veces, asi toma la integral
" infinitos valores, todos ellos distintos. Uno de estos valores, el
llamado walor principal, [logz], queda determinado cuando se
corta el plano a lo largo del semieje real negativo y se supone
que el camino de integracidén no atraviesa este corte ; queda con
ello solo un grado de arbitrariedad, si se llega a los valores rea-
les negativos sélo por encima o debajo del eje ¢, y-segin el con-
venio que se establezca, la: parte imaginaria del logaritmo ser&
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+iw-6 —iw. Del valor principal se deduce el valor general del’
logaritmo agregdndole un multiplo cualquiera de 2ix:

logz=[log 2] +2kiz (k=0, 41, +2; ..) 21

3. De la definicién del logaritmo por medio de la integral
se sigue que la funcidn inversa z=f (w) satisface a la ecuacidn
dzferénczal

daf
dw

=f B8]

de la cual se deduce inmediatamente el deqawollo de f en serie
de potencias:
w? ws

Z——f(w)a1+—-—+——+—3—1-

Puesto que esta serie es convergente para todo valor finito-
de w, resulta que la funcidn inversa es una funcidn uniforme, que
sdlo es singular para w=00; por lo tanto, es una funmon trans-
cendente wenteran.

4.° Exactamente como en el campo real, se puede deducir
de la definicién integral el teorema de adicion del logamtmo De-
éste se sigue para la funcién inversa la ecuacién :

Fla) g = £y + ). 4]
kTam’bi-én de la [2] se d‘educev:

flao+akim=fw) (k=0, +1, +9, ., [57

es decir, Cw) es una funcion szm;blemente periodica, con el perio-
do 2xi.

5.° Sea f(1)=e. De la [3] se deduce, entonces, que para.
. cualgquier valor racional w:%, es f(w) igual a uno de los m
- * n
valores que, como es sabido, admite la expresion Ve
. &

m

()
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Es corriente—y nosotros seguiremos esta costumbre—desig-

m )

nar siempre por e’=e  este valor H{w), de modo que ¢ es una’
funcion uniforme bien determinada, que coincide con la defini-
da por la relacién [3].

6.° Veamos ahora la naturaleza de la funcién -definida del
‘modo mds general por la potencia b*, de base cualquiera. Los
convenios que hayamos de hacer deben ser tales que, natural-
mente, sigan verificAndose las reglas formales de la potencia-
.cién. Con el fin de reducir b* a la funcién ya definida ¢*, pon-
gamos’ b=¢"8" donde log b tiene los 1nf1n1tos valores

10gb=[logb]+2km, (k—() +1, +2 )

tendremos entonces que necesariamente serd

v (o) - ewlogb _ elog] ki G=0,4+1+2 ..
y esta expresién representa, para los diferentes valores de k, in-
finitas funciones comﬁletarwnente independientes entre si. Tene-
mos asi este notable resultado: que los valores de la éxpresidn
exponencial general b®, tales como resultan de los procesos. de
la potenciacion y radicacion, mo perienecen a una funcidn ana-
litica tmica, sino a infinitas funciones dzfe’rentes de w, cada una
de las cuales es uniforme.

Los diversos valores de estas funciones satisfacen a diversas
relaciones. En particular, son todos ellos iguales, cuando w es
un NUMEro natural y s6lo hay un nimero finito n de valores,

st w es un numero racional de la forma - 51endo m y n primos
n

«entre si; estos valores son

.’1 flogn] “2rri
e

", k=012 ... n—1)
por consiguiente, como debia ser, los n valores de ]/I,Tn"

"7.° Ahora es cuando podemos comprender bien cuan inade-
cuada es la sistematisacion ordinaria, en la cual se pretende lle-
gar a la funcién exponencial uniforme partiendo de la potencia-
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cién y radicacién ; necesariamente conduce a un laberinto, del
cual es imposible salir no utilizando otros recursos que los la-
mados «elementales» en los ‘que Gnicamente intervienen magni-
tudes reales. Esto se comprende claramente, cuando, partiendo
del concepto general establecido, se observa lo que sucede en
el caso de ser b negativo; seflalemos ya con este motivo la ven-
n .

taja de la definicion del walor principal (b>0y b * >0; véase
pagina 214) ; que parecia arbitraria ; tal definicién de los valores
de una de las infinilas funczones, a saber, de la

[bw]= ew [log B]

m

Por el contrario, los valores reales negativos de b~ cuando
n es par, que forman también un conjunto dénso en todas par-
tes, pertenecen a diversas de las infinitas funciones considerc
das; y, por consiguiente, no pueden estar contenidos en una cur-
" va -analitica continua, ‘

~ Penetrando aun m4s en el fondo de la cuestion, agregaremos
algunas observaciones acerca de la maturalesa tedrico funcional
del logaritmo. Puesto que w=Ilog z en cada vuelta alrededor del
punto z=0 experimenta un incremento aditivo de 2=+, la super-
ficie de Riemann correspondlente, que es de infinitas hojas, tiene
en z=0 un punto de ramificacion de orden infinito, de tal suerte
«que en toda vuelta se pasa de una hoja a la siguiente ; se reco-
noce ficilmente, recurriendo a la esfera de Riemann, que z=00
es un segundo punto de ramificacion de la superficie exactamente
de la misma naturalesa que aquél, no existiendo ya ningunc ma4s.
Podemos hacer ahora intuitivo lo que se llama la fuerza unifor-
‘mizante del logaritmo y de la cual ya hemos antes hablado con
motivo de la solucién de ciertas ecuaciones algebraicas (pag. 198
y siguientes). ) A

Para fijar las ideas, supongamos que se tiene una pdtenqia

w

. » :
wacional z = ; por ser
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la potencia serd una funcidén uniforme de w=logs; se puede,
por lo tanto, decir que se ha uniformado por el logaritmo, Para
comprender esto, imaginemos extendida sobre el plano z, ade-
: n
mas de la superficie de Riemann del logaritmo, la de 2 " la
cual es una superficie de n hojas, cuyos puntos de ramificacién
son también los =0 y s=00, en cada uno de los cuales se
unen las n hojas en ciclo. '
Consideremos ahora una linea cerrada cualquiera en el pla-
no z (fig. 55) sobre la cual vuelve el logaritmo a tomar el valor

Figura 35

que tenfa en su punto de partida, que, por consiguiente, serd
cerrada en la superficie de Riemann de infinitas hojas; y se ve~
facilmente que también debe quedar cerrada cuando se la repre-

m

n
: senta sobre la superficie de’n hojas de =" .
De esta sencdla consideracién deometnca resulta, 1nmed1ata—~

m

mente que 5" vuelve a tomar siempre. e] valor inicial cuando
lo hace logs, y, en consecuencia, es una funcién uniforme del
logaritmo. Hacemos aqui estas breves indicaciones con tanto ma-
vor gusto, cuanto que el caso que hemos tratado es el més sen~
cillo del principio de .uniformizacidn, que tan 1mportante papel
desempefia en la moderna’ teorfa de funciones. !
Vamos a ver ahora la naturaleza de la funcidn w=log z, me-
diante la consideracion de la representacidn conforme del plano z
(o de la superficie de Riemann), sobre el plano w, prescindien~
do, por razén de sencillez, de la consideracién, que parece natu- -
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ral, de las esferas correspondientes. Descompondremos, como
en otra ocasién, el plano z por el eje real en un semiplano ra-
yado (superior) y uno sin rayar (inferior). Cada uno de estos
‘tiene infinitas representaciones sobre el ‘plano w, puesto que
log z es una funcién infinitiforme ; y todas ellas tienen. que. su-
cederse una al lado de otra, puesto que la funcién inversa z=e"
es uniforme. De este modo se establece una division del plano w
en fajas paralelas, de anchura =, limitadas por rectas paralelas
al ‘eje real (fig. 56); estas fajas deben estar alternatiamente ra- -

Plam’;‘w
N «Z/ :/ﬂ 7/////////////

s ZT ////////////M
T,

-n

Figura 56

yadas y sin rayar (la primera de encima del eje real se ha ra-
yado) y son, segin esto, representacién conformé, alternativa-
mente, del semiplano superior v del inferior del plano z, en tanto
que las paralelas que las limitan corresponden al eje real 3. En
cuanto al modo de ser de la co‘rrespondentia, obsérvese que s
siempre tiende hacia 0, cuando w tiende hacia 00 por la izquier-
da sin salir del interior de una faja; en tanto que gz tiende a oo
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cuando w se aleja infinitamenle por la derecha; en w=00 la
funcion e tiene un punto singular esencial.

Este modo de razonar nos da ocasién para referirnos al teo-
rema de Picard, uno de los m4s interesantes de la moderna teoria
de funciones. Sea z(w) una funcidn transcedente entera, es decir,

~una funcién que sélo tiene el punto smgular -esencial w=00
(por ejemplo, e*). La cuestién ahora planteada es averiguar si
existen, y, caso afirmativo, cuantos valores de z pueden darse,
que ho puedan ser alcanzados por la funcién en ningtn punto
propio w y a los que sélo puede aproximarse indefinidamente
z(w) cuando w tiende hacia oo de modo conveniente. El teorema
de Picard expresa -que una fundién en el entorno de un punto
singular esencial s6lo puede dejar de tomar dos valores diferen-
tes,’a lo mas ; y que, por consiguiente, una funcién transcenden-
te entera, aparte el valor z=00, que por definicién no. puede
adquirir, a lo sumo sdlo puede dejar de tomar un valor. La fun-
cién e” es un ejemplo de esto: aparte 00, s6lo deja de adquirir
el valor 2=03 cuando en cada una de las fajas en que hemos
descompuesto el plano w, se aproxima e¢” a estos dos valores en
los pasos al limite indicados, no llega a ser igual a ellos en nin-
- gun punto propio. Una funcién, que fuera de z= =00, toma todos
los valores es senw. ‘

-Para terminar, vamos a tratar un punto, tocado ya repetidas
veces, utilizando esta repreéenbacién geométrica ; nos referimos
al paso al limite de la potencia a la funcidn exponencml que vie-
ne sintetizado en la fc’)rmula

=0

= lim (1+ n)’
o, poniendo n}."lb:y, X
e’ lim (1+—?~§~)v.
V= )

Para ello, consideremos la funcién antes del paso al limite
w \Y
fr=(1+2)

cuyo comportamiento teérico funcional como -potencia nos es
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" bien conocido. Esta funcién tiene los puntos singulares w= —v

y w=00, en las cuales se anula la base o se hace infinita, res-

pectivamente, y da la representacién conforme sobre el plano w,

de los semiplanos fv en sectores que tienen el vértice w=—v y
. T ' :

la amplitud ~ (fig. 57).

3

Si el nimero v no es entero, la sucesién de los sectores pue-
de cubrir el plano w un nimero finito o infinito de veces, segin

Figura 57

la multiformidad de 1a funcién f v. Si v tiende hacia 20, el pun-
to —v, vértice de los sectores, se aleja indefinidamente por la iz-
quierda, y aparece as{ de modo muy intuitivo cdmo, a medida
que. —v tiende hacia —oo, van transformdndose los sectores de
la derecha de —vy en las fajas paralelas del plano w correspon-
dientes a la funcidn limite ¢*. Queda asi explicada geométrica-
mente la definicién, como limite, de e“. Un calculo. sencillo
permite comprobar que la amplitud de los sectores en el punto
. w=0 pasa a ser la anchura = de las fajas paralelas.

Una objecién puede, sin embargo, hacerse a este modo de
- ver: al tender v de un modo continuo a 0o, no lo hace pasando
sélo por valdres enteros, sino también por otros racionales e irra-
cionales, para los cuales f ves multiforme y a los que, por con-
siguiente, corresponden superficies de Riemann de varias o de
infinitas hojas; Jcdmo pueden venir representadas en el plano
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sencillo que corresponde a la funcion uniforme e*? Si, por ejem-
plo, se hace tender v hacia 0o, tomando valores fraccionarios de
denominador n, a cada f(w) corresponde una superficie de
Riemann de n hojas. Para m4s ficilmente realizar este paso al
‘limite, consideremos, por un momento, la -esfera w, que para
cada f(w) estard recubierta de n hojas unidas en los puntos de
ramificacién —v e 00 ; en la figura 58 se ha tomado como corte
-que los une el arco menor de meridiano que definen, Si ahora
‘hacemos que v tienda hacia oo, los dos puntos de ramificacién
tienden a confundirse y desaparece el corte que los unia; con lo
.cual, desaparece igualmente el punto en que venian a juntarse

o0

0
Figura- 58

das n hojas y aparecen separadas las n hojas que corresponden
“.a las n fjunciones wuniformes distintas, de las cuales sélo una
es la e¥. '
Si ahora hacemos que » tome todos los valores reales, apare-
‘cen, en general, superifcies de Riemann de infinitas hojas, cuya
~ conexi6n desaparece en el limite ; los valores sobre una hoja de
-cada una de eslas superficies convergen hacia la funcion unifor-
me. e®, cuyos valores estdn extendidos sobre la esfera lisa; en .-
tanto que las sucesiones de wvalores sobre las otras hojas mo tie-
-nen, en general, valores limites. Con esto aparece completamente
esclarecido el notable y ciertamente complicado paso al-limite de
la potencia multiforme a la funcién exponencial uniforme.

Como ensefianza general de todas estas ultimas considera-
-ciones podemos agregar que solo pencirando en el cumpo com-
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‘plejo se puede ver claramente el fondo de estas cuestiones. ¢ No
es esto bastante fundamento para llevar a ia ensefianza la teoria
de funciones de variable compleja? Asi, por ejemplo, cree Max
Simon que debe hacerse. Sin embargo, es seguro que no se
puede llegar tan lejos, en la generalidad de los casos, en la en-
sefianza secundaria ; por esto, mi opini6én es que en estos estudios
deberian abandonarse los métodos usuales y sustituirlos por el
muy sencillo y natural que hemos expuesto:. Parece inttil agre-
gar mi vivo deseo de que el maestro domine completamente to-
das estas materias relativas a la teoria de funciones, pues debe
" estar bien impuesto en todos los asuntos que tiene que exponer
¥, por lo tanto, ha de conocer perfectamente todos los bancos’
"y escollos en que ha de evitar choquen sus discipulos.
Después de estas detenidas consideraciones, podremos ya ex-
poner con més brevedad, siguiendo método andlogo, las funcio-
nes goniométricas.

‘1. FUNCIONES GONIOMETRICAS

Digamos, ante todo, que preferimos este nombre al mucho
més corriente de «funciones trigonométricas», porque la Trigo-
nometria es sélo wna aplicacion particular de estas funciones,
‘sumamente importantes en toda la Malemdtica; sus funciones in-
versas, que corresponden al logaritmo, del mismo modo que las
goniométricas a la exponencial, se llaman funciones ciclomé-
tricas. - ' h

1. Teoria de las funciones goniométricas

La exposicién de la teorfa de las funciones goniométricas estd
intimamente ligada con esta cuestién: ¢cémo se podrfan intro-
ducir en la ensefianza del modo més natural posible? Me parece
lo mejor aplicar el principio general ya sentado, pa%tir de la cua-
dratura de superficies; el procedimiento usual, que empieza con
‘la medida de arcos, me parece que no es tan inmediatamente in-
tuitivo y, sobre todo, no tiene la ventaja de poder dominar de
un modo sencillo y uniforme tanto los campos elementales como

‘los superiores. '
16
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Nos serviremos de nuevo de la Geometria Analitica, comen-
zando por:
1) El circulo unidad :

' x2+y2=

Corisideremos el sector (fig. 59) formando por los radios corres-

: Figura 59

“pondientes a los puntos 4 (1, 0) y P(x, ) Para acomodarnos a

las notaciones usuales, designaremos su 4rea por _ﬁ (pues en-

tonces, el arco, medido en radianes, es AP-_m) 4
- Bajo los nombres de seno y coseno de ¢ comprendemos
ahom las longztude.s de las coo1denadas x ey del extremo P del

id

sector —:

x=COS o, y=S€n .

El origen de esta denominacién no ‘parece, a. la verdad, muy
claro ; en realidad, no se conoce bien'; probablemente se ha for-
“mado la palabra «seno»n por una falsa traduccién de una palabra
4rabe al latin.
Puesto que nosotros no partimos de la medida del arco, no
podemos designar las funciones inversas, es decir, el doble del
sector, como funcién de las coordenadas, por la palabra arco,
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¢como se acostumbra ; pero, anélogamente a esto, podriamos lla-
2

‘mar a Y el «area» correspondlente al seno o al coseno, y, en

consecuencia escribir : e

s

=2 4rea'sen y=arcseny, - ¢=2 4rea CoS X =arc CoSKx.

También puede usarse la notacién, 1gua1mente correcta, muy
corriente en Inglaterra :

p=cos”'x, o=senly.
-8.° Las otras funciones goniométricas

. senq L cos @

tgtp—“\cosi? ! cot ¢ = sen @
que como la sec y la cosec, consideradas en las T rigonometrias -
antiguas, vienen definidas por funciones racionales sencillas de
las dos fundamentales sen y cos. Su introduccién se Just1f1ca sélo
por la brevedad que resulta para el calculo pract1c0 de las for- .

(,q’ gen

Figura 6o

mulas empleadas ; por 10 demads, no tienen 1mportdn01a teérica
para nosotros. :

4) Estudiando la variacién de las coordenadas del punto P,
al crecer el arco g, podremos representar inmediatamente en
coordenadas rectangulres las curvas cortespondientes al seno
y al coseno (fig. 60). Se-obtienen ast las conocidas 1incas sinusoi-
dales que tienen un periodo de 2=, estando el nivmero = definido
‘como ‘drea de todo el -circilo unidad {no, como ordmarxamente,
por la longitud de la semlcxrcunferenma)
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Con estas definiciones vamos ya a comparar nuestra introduc-
. cion del logaritmo y de la funcidn exponencial. Para ello toma-
mos como base : :

1) Una hipérbola eqmlatem referida a sus asinlotas como
ejes coordenados

“el semiéje de esta hipérbola es 04 =2 (fig. 61); mietltfas que

) Figvura. 61

el .circulo antes considerado es de radio unidad. Consideremos,

ahora, el -drea del trapecio AA'P'P formaao por el arco AP

la ordenada fija AA' correspondiente a =1, la varible PP’ y el

segmento que ambas determinan sobre el eje &;. designdndola

por ® se tiene $=log&, y las coordenadas del punto P serdn:
s 4E=3®7 'fl=e_q).

Como se ve, hay una cierta analpgia con lo anterior, que por
ahora no es completa, por una doble diferencia; de una parte, &
no es un sector como antes, pero, en cambio, las dos coordena-
das se expresan ahora por una funcién ¢®, en tanto que en el
circulo era preciso introducir dos funciones, sen y cos. En segui--
da veremos.que. estas diferencias pueden borrarse facilmente.

2) Observamos ante todo que el tridngulo QP'P tiene un
érea, *é— OP .P'P= —;—- L= % independiente de la posmlon
especial del punto P; igual, como se ve, al 4rea del tridngulo
OA'A. Por consiguiente, agregando & a este tridngulo ¥ restan-



— 25 —

do su equivalente OP'P resulta que P es el dreq del sector hiper-
bolico OAP, formado por los radios vectores que van al vértice
A y al punto variable P, exactamente como antes, en el circulo.
La diferencia que todavia subsiste respecto del signo (visto des- W
de O, el arco AP esta recorrido de derecha a izquierda, en tanto
que ahora es de izquierda a derecha) se etude facilmente obser-
vando que la hipérbola es simétrica de si misma respecto del
eje OA, es decir, que su ecuacién queda invariable al permutar
entre si £ y +, obteniéndose entonces, como coordenadas del
punto P: “
Ew:" e (I), N = g(l)

3) Por ultimo, en lugar de las asintotas tomamos como coor-
denados los ejes de la hipérbola, lo que equivale a hacer girar

Figura 62

la figura 45° alrededor del origen (fig. 62). Designando las nue- -
vas. coordenadas por (X, Y), las ecuacmnes que expresan esta
transformacién son :

&'+vz V= E——n
V2 V2

con lo cual la ecuacién de la hlpérbola se transforma en esta
otra :

X2 Y2=2
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y el sector ® tiene exactamente la misma posicién que su ani-
logo —;; en el circulo. Las nuevas coordenadas de P son las si-
. guientes funciones de ®:

o, —0 o -0
X=,fii__’ Y=»e €

Ve I

4) Basta, ahora, reducir toda la bfigura en la razén — ,‘éon

]/2

lo cual el semze]e trasverso serd igual a 1, en lugar 'de ser v/2,
- para hacer mayor la analogia con el circulo. Entonces, hay una

completa coimcidencia con lo anterior al considerar el sector - ®,

y si designamos simplemente por x, y las nuevas coordenadas,
serdn iguales a las siguientes funciones de &+

+e ® . ® -0

que satisfaoen' ala relacidn ( ebuqcio’n de la hipérbbla):

2% —yi=1,
Estas func1ones se llaman coseno y seno therbolwos, respec-
tivamenté, y se denotan asi:

@ — & 1) —®
xr = Ch(I) ='____e +2e - y . :

" Se obtiene, por 10 tanto, este resultado : el circulo y la hipér-
bola. equildtera de semieje 1 se corresponden entte si de tal modo
que todo lo que se diga de las funciones goniomélricas ordina-
tias en el primero, puede aplicarse literalmente a las funciones
thefbolwas en la segunda.

»

Es bien conocido al lector que de estas funciones Ch y Sh
podemos servirnos con ventaja en muchos casos; no obstante,
en lo que a la hipérbola concierne, hemos retrocedido realmente
un paso; pues mientras al principio las coordenadas E, 4 podian



_ser represeniadas por una unica funcidn e®, mecesitamos ahora
dos, las cuales estdn enlazadas por una relacién algebraica (la
ecuacién de la hipérbola). Parece, por tanto, que deberfa inten-
tarse ver si se pueden tratar las funciones goniométricas de un
‘modo andlogo a lo que hacfamos al comenzar con la hipérbola ;
v, en efecto, no hay dificultad ninguna siemipre que se recurra al
campo complejo; lo cual conduce a establecer una funcidn tinica
por cuyo medio se pueden expresar racionalmente semo y cose
de la misma manera que Ch ®'y Sh® por medio de ¥, desem-
- pefiando, por.tanto, esta furicion en la teoria de las funciones go-
niométricas el papel central.

1) Comenzamos, para ello, por introducir en la »eéua.cidn del
circulo x*4y*=1 (dondé x=cos ¢, y=seng) las, nuevas coorde-
nadas E=x+1iy, n=x—1iy; con lo cual se convierte en la: ‘

E.q=1.

2) La funcidn central buscada, es ahora, exactamente como
antes. (2) en la hipérbola, la segunda coordenada, n; designan-
dola por f(¢), se tiene, en virtud de las férmulas de transformacién
de coordenadas: '

. w1 . .
n=/f 1) =cos¢+iseny, & =-—=— =c0sP—isenq.

f(9)
3) De estas tltimas ecuaciones se deduce inmediatamente: -

e _ FE+Hf n—E _f@-[f (@]
2 9 ! 214 24

COS ¢ =

‘sen ¢ =

con lo-cual hemos logrado una analogia completa con las rela-

ciones anteriores entre Ch®, Sh® vy e®. Cuando se conocen con
anterioridad estas analogias entre las funciones circulares e hi-
perbélicas, el gran descubrimiento de Euler, la igualdad
flp)=¢'¢, pierde lo que de otro modo tiene de verdaderamente,
sorprendente. : '

Surge en seguida esta otra cuestién: ¢Serd posible una re-
d@bcio’n andloga de sen ¢ y cosg a una juncidn fundamental, sin.
salirse del campo real? A ello se llega, en efecto, cuando se con-
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sideran nuestras figuras desde los puntos de vista de la Geome-
tria proyectiva. Basta definif la coordenada v, que en el caso
de la hipérbola nos da la funcién fundamental, como pardmetro
en un. has de paralelas n=const., el cual considerado desde el
punto de vista proyectivo en su relacién con hipérbola no es -
més que un haz de rectas con el vértice en un punto de'la curva
(en este caso particular, uno de los puntos del infinito); enton-
ces, tomando el pardmetro de uno cualquiera de tales haces, en
el circulo o en la hipérbola, como funcidn del drea se llega a
otra funcion fundamental, y ahora funcién real. '
Consideremos, pues; en.el circulo (fig. 63), el haz 'cuyo vérti-
ce es S(—1, 0): y=Ar(x+1), siendo A el pardmetro; en otra-

4/

. Figura 63

ocasion (pag. 65) encontramos para valores de las coordenadas
. del punto de interseccién, P, del circulo, con el rayo correspon-
diente a A:

x = cos ’—‘_._-1__7\2 = R Sl
= ¢o <?——1+)\2, Yy =sen¢= on
- por consiguiente :
A=A = N
(®) TR

es realmente una funcion ffdndamental apropiada.. Puesto que’

ademds PSA= —% POA y POA=o, siguese ficilmente que

~
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=tg‘i; esta 7epresentacwn uniforme de cosg y seng en

funcxon de tg 2 es usada con fmcuen,cza en ¢l cdlculo trigono--

: ‘memco. )
La relacién de % con la funcién fundamental anterior f(o) se-
deduce en seguida de las ultimas férmulas; serd :

v L f=f 1 -1 1 f@-1

2+l i fHfite i fiti+ef i f@+1

X

o, reciprocamente,

1o 14ih
fte)=ax+iy = VR

. La introduccidon de X viene, pues, a reducirse sencillamente a-
la determinacion de uma funcion lineal fraccionaria de f (9), real’
a lo largo de la circunferencia del circulo; con ello las férmulas
son reales, pero algo més comphcadas que utilizando dlrecta-
mente f (o).

Queda por saber si la ventaja de lo real compensa este incon--
veniente ; pero eso depende del uso que quiera hacer cada cual
de las magnitudes complejas. Yo me limito a hacer observar, a
este respecto, que los fisicos utilizan desde hace yé tiempo las:
"magnitudes complejas, p. ej., en la Optica y‘siem_pre que tienen
‘que manejar las ecuaciones del movimiento vibratorio; otro- -
tanto ‘acontece a los técnicos, sobre todo los electrotécnicos con
sus diagramas vectoriales: todos ellos se sirven va con ventaja
de las magnitudes complejas. Se' puede, pues, afirmar, por lo
tanto, que el empleo de estas magnitudes empieza a generalizarse-
en circulos cada vez mas amplios, aun cuando, a decir verdad,.
haya todavia una.gran masa que se mantiene en el campo real..

Dicho esto, si queremos echar una rapida ojeada a la teoria
de las. fanciones goniométricas, debemos comenzar citando :

1° El teorema de adicion

. sen (¢ + Y)=sen ¢ cOS ¢+ COS g Sen 'Y

'y la férmula andloga para cos (p+14¢). La razén de que estas
férmulas aparezcan relativamente més complicadas que en el caso-



de la funcién exponencial, es que no empleamos la verdadera
funcién elemental ; con ésta, f(g)=cosg+iseny, resulta la: si-

- guiente férmula, tan sencilla como la de e?:
fle+v)=7()f (¥

22 Partiendo de aqui, se llega a las expresiones de las fusi-
ciones de los maltiplos y divisores de un dngulo, de las cuales
* Unicamente nos fijamos en las dos férmulas : )

® 1/1-—cose ) _?L'__t& 1 4+ coso
sen 2—]/_‘““‘— 9 y C.OS’ 2-——‘/'—’—'2—,

‘que fueron de gran utilidad en el clculo de las primeras tablas
trigonométricas. La sintesis m4s elegente de las relaciones ex-
puestas estd dada por la formula de Moivre :

((n . 0)= [f-(?)v]“, donde f(p)=cose +'i sen o.

Moivre fué un matemético francés que vivié en Londres en con-
tacto con Newton y publicé esta férmula en 1730 en su Jibro
Miscellanea analytica. N _
8.° De nuestra primitiva definicién de y=sen ¢ se puede de-
ducir facilmente una representacion integral de la funcion in-
<wersa g=sen"' v. El sector —Z; (AOP) del circulo unidad junto con .

el tridzngulo OP'P, rayado horizon:ca"lmente (fig. 64), forma una ,
- figura ‘que estd limitada por el eje de abscisas, la paralela a la .
distancia y y la curva x=41—%?, v tiene, por consiguiente, el
Area f V1-y*dy; y puesto que aquel friAngulo tiene por 4rea
~0 ' . . T -
' —;— oP 'PIP:—T])— y V1 '—*z/‘-’ , se tiene:

“

y 1 — ’
/ Vi- y%ly-—-—;;yl/l -y +-§-$.D,
Jy . 2 ‘
de donde se deduce, por una transformacién sencilla :

oy ,
¢ =sen ly = ] "“—:@__—
0 Vl -y
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Si ahora, como en el caso del logaritmo, se desarrolla el inte-
grando segin la férmula del. binomio de Newton, y después, si-
guiendo el procedimiento de Mercator, se initegra término a tér-
“mino la serie resultante, se obtiene el desarrollo en serie de- po-
tencias de sen~ty, y par inversidn de esta serie se llega a la se-
rie del seno. ' . ‘

Como ya dijimos (pag. 118), éste es también el procedlmlento
seguido por el mismo Newton. :

4° Vamos a exponer aqui el camino més corto para llegar
- al es'tablecumento(de las funciones sen¢ y cos¢; camino abier-

]

Figura 64

‘

10 por el gran descubrimiento de Iavlor De la llamada férmula
_mtegral se deduce para derivada del seno:

_d;e_:;cp =‘-g~<;- = Vl;—— Y2 = cos'cph, ,
y anélégamente:
—@—;95—?; = —sene,
y en segulda aphcando la serie de Taylor:
sentp-—‘%— £ + cPﬁ

2 4 .
cos ¢ = 1 —~—<£— % + ..
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Se ve facilmente que eslas series son convergenles para cual-
_quier valor, real o complejo, de ¢ ¥, por consiguiente, definen
senx y cosx en todo el plano comple]o como funciones trans-
cendentes entems y umformes ’ . )

5. Comparando estas series-con la exponencial, se deduce
inmediatamente que fa funcién fundamental de las funr‘lones
goniométricas es

f(<{>)=cos<p+isencp=ew s

" conclusién solo posible indudablemente por el reconocimiento
de que cosp, senp v. e son funciones uniformes y enteras de .
k 6.° Tenemos, todavia, que examinar la naturalesa de las
fwncwnes complejas senw y cosw. Para ello observemos prlme—
ramente que las funciones inversas w=sen™'z y w=cos 'z dan
cada una una superficie de Riemann de mfmztas hojas con los
pumtos de ramificacion —1, +1, o0 ; y, en efecto, en g= +1 hay
infinitos puntos de ramificacién de primer orden, y en z=00 dos
puntos de ramificacion de orden superior. Para mejor seguir el
curso de las diferentes hojas, nuevamente consideraremos el pla-
no w dividido en regioneés correspondientes al semiplano z supe-
rior (rayado) y al inferior (sin rayar). Para s=cosw, esta divisién
-se obtiene por medio del eje real y las paralelas al eje imaginario
trazadas por los puntos w=0, +, +2m, ... (fig. 65), resultando
campos triangulares con un vértice comtn en el infinito, que
- deben aparecer alternativamente rayados y sin rayar. En los pun~
tos w=0, +2x, +4m, ... (corrspondintes al valor jr~ +1), y en
los w=+=x, +8=, +5x, ... (correspondientes a y= —1) concu-
rren siempre cuatro tridngulos correspondientes a las cuatro se~
mihojas de la superficie de Riemann que se unen en el punto
de ramificacién homélogo, situado en uno de los s=+1. Ale-
jandose infinitamente, hacia arriba o hacia abajo, dentro” de
uno de dichos trléngulos cosw tiende arbitrariamente al valor
z=00; el hecho de que dos sistemas separados, cada uno de
infinitos’ triangulos, se retinen en el infinito, corresponde, pues,.
a la circunstancia de que en.la superficie de Riemann vienen a -
juntarse en z=00 dos sistemias separados de infinitas hojas.
‘Para -z=senw se obtienen resultados completainente.andlo-



gos ; basta imaginar en la figura que el plano w se ha trasladado
—Z—,hacia la derecha.

- Las figuras permiten comprobar también nuestras observa-
ciones anteriores acerca de la naturaleza del punto singular esen-

%’99 &

Figura 65

cial w=00, como incidenté]mente indicamos al hablar del teo-
rema de Picard (pag. 238).

" 2.- Tablas trigonomél'fricas

Terminada ya la rdpida ojeada que nos propomamos dirigir
~sobre la teorfa de las funciones goniométricas, vamos a ocu-
parnos ahora de lo que para,la prdctica es lo’ mas importante,
a'saber, las tablas trigonométricas, y -hablaremos al mismo tiem-
" po de las tablas logaritmicas, cuya consideracién hemos. dejado
de propdsito para este lugar, ya que la tabulacién de los loga-
ritmos, desde el principio hasta hoy, se ha hecho simultdnea con
" la de los ntimeros trigonométricos. :

Una cuestién muy interesante y de extraordmarn 1mp01’tanc1a
para el profesor de mateméticas, es.ver cémo han llegado las
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tablas logaritmicas a su forma presente. Naturalmente, no pode-
mos detenernos en la exposicién, que seria muy pesada, de toda
la evolucién que han experimentado las tablas ; nos concretamos
. a sefialar algunos hechos de los de mayor felieve, y eso serd su-
ficiente para formar una idea aproximada de la cuestiéh

- Aquel a quien interese y «quiera mforrnar% mejor, puede con-
sultar la obra de historia de Tropfke, y en lo que hace 2 las ta-
blas de logarltmos, ver la parte de la Enciclopedia dedicada al
calculo numérico, redactada por d'Ocagne (1).

En primer lugar debémos tratar del grupo de

A. - Tablas trigonométricas naturales

tal como se construyeron antes del descubrimiento de los loga-
ritmos. En la antigiiedad, habia ya tales tablas: la primera de
. que tenemos noticia es: :

1.° La tabla de cuerdas construida por Ptolomeo para fines
‘astronémicos, por el afie 150 de,nuestra era. La tabla forma parte '
de su obra Megale syntaxis, en la cual también expone el siste-
ma del mundo que lleva su nombre ; una nueva edicién de esta.
obra ha sido’ publicada por Heiberg (Leipzig, 1898-1908). A nos-
dtros llegé la obra a través de los 4rabes y bajo el titulo muy .
usado Almagest, que parece derivar-del titulo griego precedido
del articulo 4rabe waln. La tabla, en la, que figuran los 4ngulos
de 30 en 30 minutos, no da directamente el seno ‘del dngulo x,

sino la cuerda de su arcé cor’respondzente 0 sea QSLn—é- Los

valores de las cuerdas vienen ,expresadqs en fracciones sexage-
simales de tres cifras, o sea en la forma : ——+——b— S ,
S : : - B0 3600 216000
donde a, b y ¢ son ntiimeros enteros comprendidos entre 0 y 59,

ambos inclusive. Para nosotros, la mayor dificultad es que estos
fmeros a, b y ¢ estan escritos segin la numeracidn griega, en
la que los nimeros se expresan por conjuntos de letras griegas.
Ademas de las cuerdas, figuran en la tabla los valores de las di-
ferencias, los’cuales permiten efectuar una interpolacion para los

(1)A Encyclopédie des Sciences mathématiques, I, 23.
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minutos, Trop'fke en el tomo 11, pag. 296 de su Historia (1)
ha reproducido, junto con su traduccién escrita segiin el uso
actual, un trozo de la ‘tabla, que permite formarse clara idea de
ella, En lo que concierne al cél‘lculo,kde esta tabla. Ptolomeo ha
“utilizado preferentemente el teorema que lleva su nombre, relati-
vo al cuadrilatero inscrito, que es, en otra forma, el teorema de-
adicion de las funciones trigondmétrica@s, 'y la férmula antes es-
crita que da el valor de sen‘—g—;—; por consiguiente; no sélo hizo
uso de las operaciones racionales, sino también de la extraccion
de la raiz cuadrada, y ademés tuvo que aplicar un método de in-
terpalacion. ‘ :

2.° Tienen que transcursir mas de 1000 afios para que en los
paises occidentales sean calculadas por primera vez tablas trigo-
nométricas. Es de citar ante todo a Regiomontanus (1436-1476)
cuyo verdadero nombre era Johannes Miiller, que adopté aquel
nombre latinizando el de la ciudad de su nacimiento, Konigsberg,
"y calculé diferentes tablas trigonométricas, en las que se advier-
te el paso de los restos del sistema sexagesimal al sistema deci-
mal. No se expresaban entonces, como hoy,. las lineas trlgono-
‘métricas como quebrados para el radio 1, sino que se calculaban -
para circulos de radio muy grande, con lo cual, conservando la
misma exactitud, aparecian con numeros enteros. Estos grandes
numeros se escribfan ya entonces en el sistema decimal; pero
en la eleccién del radio se advertia la influencia del sistema sexa-
gesimal. Asi, en la primera tabla de Regiomontano aparece el ra-
dio igual a 6.000.000 ; en la segunda tabla figura ya, por primera
vez, una unidad decimal exacta 10.000.000 ; con lo cual se logra
la completa inclusién en el sistema decimal ; por sencilla agrega-
cién de una coma aparecen los ntimeros de esta tabla como frac-
ciones decimales, como hoy se acostumbra. Estas tablas de Re-’
giomontano fueron impresas, bastante tiempo después de- su
muerte, en la obra.de su maestro G. Peurbach: Tractatus super
-propositiones Ptolomaei de sinubus et chordis (2). Observemos
de paso que tanto esta obra como muchas otras fundamentales
de mat_eméticas, asi las de Cardano y Stifel, como ya ,hemos di-

+

1) TROPFKE, Gescrichte der Elementar—thhemwthk Le1p71g 1003.
2) Norimbergae, 1541. :
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~cho, y 16 mismo otras, fueron impresas alrededor del afio 40 del
.siglo xvi en Nuremberg, donde por otra parte vivié Regiomonta-
no la mayor parte de su vida. - .

- 8.° Otra obra de la mayor importancia, es la de Nic. Kop-
pernikus: De revolutionibus orbium celestium (1), en la que se
expone el «sistema de Copérnicon. Copérnico vivié en Thorn en
“los afios 1473-1543 ; ésta, su obra principal, aparecié también en
Nuremberg, sélo dos afios después que las tablas de Regiomon-
tano, de las que no pudo dlsponer todavia ; por consiguiente,
hubo de calcular por si mismé la pequefia tabla de senos nece-
“saria para su teorfa, que figura en su obra.

4° Sin embargo, estas tablas estaban atin muy lejos de sa-
tisfacer las necesidades de los astrénomos, y asi vemos a un
-discipulo y amigo de Copérnico pretenderlo pronto con una obra
mucho mi4s. interesante. Su autor es Rhdticus, cuyo nombre ‘es
“también una latinizacién del de su pais (Vorarlberg), y que vivié
por los afios 1514-1596 y fué profesor en Wittenberg. Estos he-
chos deben relacionarse con la época histérica a que se refieren,
-de la Reforma, y sabido es que entonces Wittenberg 'y también
la ciudad libre de Nuremberg habfan llegado a ser los centros
~principales de la vida intelectual. Sin embargo, poco a poco, du-
-rante las luchas de la Reforma, se traslada el centro de gravedad
de la vida intelectual y politica de las ciudades a las cortes de
los principes; vy mientras hasta entonces todo aparecfa impreso
cen Nuremberg, aparecen publicadas las notables tablas de
Rhiticus, poco después de su muerte, bajo fos auspicios y a ex-
~pensas del Elector de Pfalz, llevando, por ello, su nombre Opus
palatinum (2). Estas tablas son mucho mas completas que las
_canteriores y contienen los valores de las lineas trlgonometncas
de 10" en 10" con ‘dies cifras, si bien tienen todavia muchos
errores. .

‘5.° Una nueva edicién de estas tablas, muy mejorada, nos
-ofrece Pitiscus de Griinberg en Silesia (1561-1615), capellan del
Elector de Pfalz. Dicha obra, titulada «Thesaurus mathemati-
~cus» estd impresa también a expensas del principe y contiene
las lineas trldonometrxcas en intervlos de 10 minutos v con 15

(48] Norimb’egae, cap.- Z. Petreium, 1543.
(2) Heidelbergae, 1596.
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,cifms ; figuran en ella muchos menos errores que en la de Rhati-:
cus, y su impresién es también mdas reducida.

Debemos tener presente que todas estas tablas se calcularon
principalmente utilizando sélo las férmulas que dan las lineas
de la mitad de un arco y la interpolacién, puesto que entonces
‘no se conocian las series del seno y del coseno; por esta razén
se hacen acreedores estos matematicos a nuestro reconocimiento
por la enorme actividad y trabajo que hubieron de emplear en
la construccién de tales tablas.

Aqui termina la etapa -precursora de las tablas del Segundo
) grupo, el de las

v

B. Tablas logaritmico-trigonométricas

a

y €s una éingular coincidencia, en cierto modo una ironfa de la
" historia : un afio después de haber logrado Pitiscus un cierto
grado de perfeccion ep las tablas de lineas trigonométricas, apa-
recen las primeras tablas lvogan'tmicas,u que hacen superfluas
agquéllas, ya que a partir de este momento todos utilizan en lugar
del seno y del coseno sus logaritmos. Ya antes hemos mtado las
" primeras tablas de logaritmos :

1. «Mirifici logarithmorym canonis description de Neper,
publicada en 1614. Neper se proponia con ellas, ante todo, fa-
cilitar el cdloulo trigonométrico; de tal suerte, que no sélo did
los logaritmos de los niimeros naturales, sino que calculé tam-
bién los logaritmos de las lineas tngonomemcas, de mmuz‘o en
minuto, con siete cifras.

. 2° La disposicién de las tablas de logritmos en la forma
hoy corriente se debe al inglés Henry Briggs (1556-1630), que
estaba en correspondencia con Neper, y' advirtiendo las gran-
des ventajas que ofrecen para el cdlculo prdctico los logaritmos
de base 10; por acomodarse mejor a nuestra numeracién deci-
'mal, introdujo ya en 1617 la base 10 en lugar de la de Neper,
en su «Logarithmorum chilias prima»; obteniendo asi los «lo-
garitmos artificiales», que suelen llamarse vulgares o de Briggs.
Para calcularlos, di¢ Briggs una serie de interesantes métodos,
que permiten encontrar el valor de cada logaritmo con una
aproximacién dada. La segunda obra de Briggs, mayor que la

17
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primera, -lleva el titulo: «Arithmetica logarithmica» (1) ; y en
ella no figuran, como en la de Neper, las funciones goniomé-
tricas, sino solamente los logaritmos de los niimeros naturales,
limitdndose a dar los logaritmios de los numeros enteros de I
hasta 20 000 y desde 50000 a 100000, pero éstos con 14 cifras.
Cosa singular: precisamente- las tablas mds antiguas son las.
que contienen los logaritmos con mayor ntmero de cifras; en
tanto qtie modernamente para’ la mayorfa de los casos basta
. calcularlos con mwy pocas cifras; luego volveremos sobre este
punto. Briggs calculé también las logaritmos naturales de las
lineas trigonoméiricas con 10 cifras e intervalos de 10 ‘minutos,
‘como aparecen en su Trigonometria britannica (2).

- 8. Las deficiencias de las tablas de Briggs fueron prime-
ramente corregidas por el holandés Adridn Viacq que vivié en
Gouda, cerca de Leyden y fué matemitico, impresor y librero.
Vlacq hizo una segunda edicion de la obra de Briggs (3), la cual
contiene los logaritmos, de lodos los niumeros enteros desde 1. -
hasta 100 000, calculados con 10 cifras. Esta obra debe consi-
derarse como la madre de todas nuestras actuales tablas de lo+
garitmos de los ndmeros .enteros. -

En lo-que concierne al desarrollo ulterior de las tablas, in-
dicaremos aqui sofamente los puntos en que estriba el progreso:
de las mismas en el transcurso del tiempo.

a) Aparece, en primer 1uga1 un pmgfreso esencial en la
" teoria, cuando se obtiene con la serie logaritmica un nuevo re-
curso util en extremo para el cdlculo de los logaritmos, del cual
estaban. ignorantes por completo los calculadores de las prime-~
ras tablas. Neper calculé sus logaritmos, como antes vimos,
empleando la ecuacion de dzfev'enczas por consmmente, medxun-«

te sucesivas adiciones de —x- y sirviéndose al mismo tiempo- de

la interpolacidn. En Briggs aparece como su més potente recurso:
la eoctmccio’n de raices cuadradas; vi6 que calculados los locrarit-'

mos de a y b conocxa tamhién el logw ab= —-(10ga+log b) 5
este mismo método fué segu1do p01 Vlacq.

(1y Londml 1624, -
(2 Goudae, 1633.
© (8) Briggs. H., Arithmetica logarithmica. Editio secunda aucta por Adr.
Vlacq. Goudae, 1628
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b} Otros f)rt)gresos importantes fueron también los logra-
dos con una impresion y ordenacion mds apropiada de las ta-
blas, que hizo posible encerrar mayor material v mejor dispues-
to en espacio mds reducido, : »

¢) . Ante todo aumenta considerablemente la exactitud de
las tablas al hacer desaparecer por cuidadosas rectificaciones los
miltiples errores que contenian las antiguas tablas, espec:almen—
te en sus ultimas cifras..

Del gran ndmero de tablas que asi se han formado, no ne-
cesitamos citar mds que las mis afamadas.

4.° El «Thesausur logarithmorum' completiisy (Coleruon
completa ‘de las mayores tablas logaritmico-trigonométricas ),
que fué publicado por el oficial de artillerfa austriaco Vega en
Le1p21g el afio 1794. El original ha llegado ‘a ser raro; apare-
ci6, sin embargo, en 1896, en Florencia, una reproduccién en
fototipia. El. Thesaurus contiene los logaritmos de los nimeros
_naiurales y de las lineas trigonométricas con 10 cifras en una
disposicién que desde entonces se ha conservado en todas las ta-
blas ; asi, por ejemplo, se ven en esta obra las tablitas de dife-
rencias que facilitan la interpolacién.

FijAndonos ya en el siglo XIX, se advierté una rdpida gene-
ralizacién en el uso de los logaritmos, debida por una parte 2’ -
la introduccion por el afio 20 en la ensefiansza secundaria, y por
otro lado a su aplicacidn cada vez mayor a las cue estiones fisicas
v técricas. Para esto convenia una abreviacion considerable en
el nitmero de sus cifras, pues tanto las necesidades de la ense-
fianza como las de la prictica no requieren tablas tan volumi-
nosas ; tres o cuatro-cifras bastan perfectamente para la exactitud
necesaria en la mayoria de Jos .casos practicos. Clarc que yo
recuerdo que en mis tiempos de estudiante teniamos todavia ta-
blas de Iogarltmos de siete cifras y se defendia este nimero ale-
gando -que los discipulos ‘debian remblr la impresidn de la «Ma-
jestad de los nimerosn. Hoy se piensa, en general, méas utilita-
riamente.y se ‘emplean casi en todas partes con lres, cuatro, a
lo sumo. cinco cifras. ‘

Tres tablas modernas tomadas al’ azar vamos a citar lldera—
‘mente: Una de ellas es una tabla pequefia y muy manual de
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Schubert (1) que contiene los logaritmos con 4 cifras ; en ésta se
encuentran toda clase de recursos auxiliares como impresién a
dos tintas, repeticién de las inscripciones arriba y abajo en cada
pagina, etc., para evitar lo mds posible cualquier error. Todavia -
mucho més refinadamente estdn presentadas unas tablas moder-
nas americanas de Huntington (2) donde, por ejemplo, las hojas
estdn provistas de diferentes salientes y secciones que permiten
abrir el libro por la'pagina deseada inmediatamente ; citemos por -
tltimo la regla del cdlculo que, como es sabido, .no es otra cosa
que una tabla de logaritmos.con tres cifras, préesentada bajo la
forma muy cémoda de un instrumento de célculo. ,
- No hemos llegado con esto todavia al término de la evolu-

cién que vamos considerando, pero podemos imaginar con bas-
tante claridad cé6mo se ha continuado. Ultimamente se ha exten-
dido el uso de las mdquinas de calcular, de las cuales hemos tra-

tado ya (pag. 28 y sig.), que permiten prescindir de las. tablas
de logaritmos, ya que, con ellas, se realiza mucho mas rdpida-
mente y con completa seguridad la multiplicacién directamente.
Cierto que tales maquinas estdn todavia lo bastante caras para
que solamente puedan terierlas en los grandes despachos y ofi-
cinas, pero cuando se abaraten empezard una nueva fase en el
cdleulo mumérico. En lo que concierne a la Goniometrfa las an-
tiguas tablas de Pisticus, anticuadas ya al nacer, recuperan el
puesto de homor, puesto que dan directamente valores trigono-
métricos, con los. que las. méaquinas de calcular, evitando el
rodeo de los logaritmos, permitirdn efectuar todos los célculos
mucho més cémodamente.

3. Aplicaciones de las funciones goniométricas

Nos queda ahora por examinar lo que se refiere a la aplica-
cién de las funciones goniométricas’; ‘consjderaremos para ello
tres campos diferentes: ) _

“A). La Trigonomelria, que did. el prmc1pa1 impulso-al des-
cubrimiento de las funciones. gomometncas

B) La Mecdnica, en la que seflaladamente la feoria de las

1 V1erste111ge Tafeln und Gegentafeln. (Samml. Goschen Le1p21g, 1917.)
(2) C. V. Huntington: Four place tables Abngded edition, Cambrmge,
Mass., 1907.
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- pequeiias oscilaciones ofrece un ampho campo de aphcacxén de
estas funciones.

C) 'La representacion de las funcwnes penodwas por series
. trigonométricas, que, como -se sabe, desempefian un papel im-
portantisimo en las cuestiones mds diversas.

A, Trigonometria;'en particulor, Trigonometria esférica

Consideremos ahora una ciencia antaqmszma, ‘que ya en Egip-
to se hallaba en estado floreciente, estimulada por las exigencias
de dos ciencias muy importantes: la Geodesia, que necesita de
la teorfa de.los tridngulos planos, y la Astronomia, que emplea.
los esféricos. Para la Historia de la Trigonometria tenemos una
espléndida monografia en la obra de A. v. Braunmsiihls «Vorle- .
sungen iiber Geschichte der Trigonometrien (1). Acerca de la
parte préctica de la Trigonometria se halla excelente informacién
en el libro de E. Hammers «Lehrbuch der ebenen und sphiris-
cher ngonometme (2), y en lo que se refiere a la teorfa en el
segundo tomo de la ya citada «Encykl opaedw der Elementarma-
thematik» de Weber-Wellstein. -

En el estrecho marco de estas lecciones no cabe una exposi- -
cion sistemdtica de toda la Trigonometria, por lo cual voy a limi-

tarme a hablar sélo de un capitulo muy interesante de la T¥igo-
nomeltria tedrica, que, a pesar de ser muy antiguo, avm no puede
considerarse como terminado, sinoa que encierra todavia hoy cues-
tiones y problemas no dacabados y de cardcter reldtivamente ele-
mental, cuya investigacién me parece de interés : me refiero a la
Trigonometria esférica. El lector puede hallar este asunto muy
prolijamente tratado en Weber-Wellstein, en Cuya obra estdn ya
contenidas las ideas desarrolladas por Study en su memoria fun-
damental «Sphirische Trigonometrie, otrthogonale Substitutio-
nen und elliﬁtische Funktzonm (3). ‘ .

Vamos -a intentar en lo que sigue una ojeada a las. teorias
que integran esta rama de las ciencias y, en particular, indicar
algo sobre las cuestiones todavia no acabadas.

(1)' Dos tomos, Leipzig, 1900 y 1903. i ‘

(2y. Stuttgart, 196 5.% ed., 1928.

(3) Abhandl. der Math. phys Klasse der K. Sachsischen Gesells: der
‘Wissenschaften Bd. XX N.° 11 (Leipzig, 1893).
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El concepto elemental de un tridngulo -esférico apenas nece-.
sita explicacién : tres puntos de una esfera determinan (con tal
que dos de ellos no ‘sean diametralmente opuestos) un tridngulo,
en el cual cada uno de los ires dngulos y cada lado estd com-
prendido entre 0 y « (fig. 66). Sin embargo, cuando se trata
de estudiar estas cuestiones mas a fondo se aprecia la conve-
niencia de comsiderar los lados y angulos como wvariables que
pueden tomar valores cualesquiera, que pueden ‘ser- mayores
que =, 2% 6 cualquier multiplo de éstos, teniéndose que hablar
entonces de lados que se swperponen’y de dngulos qus se recu-
bren alrededor de su vértice, lo cual exige establecer ciertos con-

- Figura. 66 Figura 67 .

venios sobre el signo de estas magnitudes, es decir, el sentido
- en que se miden, cosa lograda por el gran geémetra de Leipzig,
M&bius, quien, andlogamente a lo que se hace en Geometria, in-
trodujo en la Trigonometria esférica el principio de los signos,
con lo cual abrié camino apto para su ‘desenvolvimiento a las
investigaciones generales relativas a estaq magnitudes de varia-
bilidad ilimitada (1). ‘

Para estos convenios se parte de fijar un determinado sentido
de rolacidn y se consideran positivos los dngulos cuyo vértice
es un punto cualquiera, A, de la esfera y estdn descritos en
aquel sentido (fig. 67), y una vez hecho esto para un punto de
la esfera, se generaliza el convenio para cualquier otro punto
de la misma, siguiendo la ley de continuidad,

(1) Véase, en partlcular su memoria, «Entwicklung der Grundformeln
des sphirischen Trigonomeirie in grosstmogliche Allgemeinheit, Berichte
iiber die Verhandlungen der K. Sdechs. Ges. der Wiss. Math.-phys. Klasse,
1860. Bd, 12=Ges. Werke, pag. 71 y sig. Leipzig, 1886.
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En lo que sigue tomaremos como positivo el sentido conira-
1io al movimiento de las agujas de un reloj; por otra parte es
preciso ‘también asignar un sentido de Tecmndo a cada circulo
mdximo de la esfera, y aqui no basta ya establecer un convehio
para un circulo y por una transformacién. continua extenderlo
a todos los demés, puesto que todo circulo maximo puede lle-
_varse a coincidir con cualquiera otro de dos modos esencialmente
diferentes. Por esta razédn, cada vez que hayamos de considerar
un circulo deberemos fijar el sentido que le corresponde y aun
en ocasiones habremos de mirar el mismo circulo como dos figu-
ras distintas, segin le atrlbuyamos uno u otro sentido. Con estos
convenios se puede hacer corresponder a cada circulo mdximo un
polo determinado, P, a saber, aquel de los dos. polos definidos
en Geometria elemental, desde el cual aparece recorrido en sen-
tido positivo; y andlogamente, a cada punto corresponde un
«ctrculo polar» recorrido en un sentido determinado. Dé esta ma-
nera queda fijado en Trigonometria completamente, sin ambigiie-
dad, el importante «proceso de la polarizacionn.

Sean, ahora, tres puntos 4, B, C,.dados sobre la esfera ; para
definir sin ambigiiedad el tridngulo esférico de vértices 4, By C,
serdn necesarios algunos datos méas. En primer término debe
fijarse un sentido sobre cada wno de los tres circulos mdximos
'BC, CA y AB y ademés hay que indicar cudntas veces han de
ser recorridos en. el sentido fijado parairde Ba C, de Ca Ay
de 4 a B, respectivamente.- Las longitudes a, b y ¢ asi determi-
nadas, que pueden ser magnitudes reales cualesquiera, se llaman
lados del tridngulo esférico, y, naturalmente, las supondremos
‘trazadas sobre una esfera de radio 1. Los dngulos se definen
entonces del odo siguiente : « estd engendrado por la rotacidn
en sentido positivo que hace pasar del sentido positivo del lado
- CA, que termina en A, al sentido positivo del lado AB que parte
de A, pudiéndose agregar al 4ngulo asi obtenido un makltiplo
cualquiera de =2r ; y cosa analoga se dice para los otros angu-
los. Consideremos un tridngulo esférico elemental ordinario, como
el de la figura 68, y fijemos los sentidos de los lados de modo
que a, b, ¢, sean menores que = ; entonces se ve que los dngulos
-, B, ¢, segln esta nueva definicidn, son los dngulos externos del
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tridnguld, no, como en el convenio elemental, sus angulos m—
teriores. - ‘ :
Es un hecho de antiguo conocido que las fdrmulas de la Tri-
gonometria esférica toman forma mds sencilla y siméirica cuan-
do se reemplazan los 4ngulos del trlangulo, medldos como de or-
dinario, por sus suplementos. La verdadera razén de ello es la

siguiente : El proceso de polarizacidon antes indicado hace corres- -

ponder a cada tridngulo determinado siguiendo los convenios de
Mébius, otro tridngulo, llamado tridngulo polar o suplementario
del primero, y se ve facilmente que en éste, por.virtud de dichos

Figura 68

convenios, los lados y los dngulos son, respectivamente, los dn-
gulos y los lados de aquél. Segin esto, toda formula de Trigono-

metria esférica escrita con arreglo a estas notaciones debe seguir

siendo cierta cuando en ella se cambien a, b y ¢ por a, By, res-
pectivamente ; por consiguiente, debe presentar una simetria sen—
cilla. Por el contrario, cuando los lados y 4ngulos se miden en

el sentido elemental, no puede ‘subsistir la simetria, sino que la

forma de la relacién”entre un tridngulo y su suplementario de-

pende de cémo se suponen tomados en cada caso particular los
lados y 4ngulos, asi como del criterio que decida cuél se haya
de tomar entre los dos polos de un circulo dado,.en el que no se
ha fijado ningin sentido.

Es, ahora, claro, que de los seis elementos del tridngulo es-

férico asi definidos soldmente tres pueden wariar de un modo
continuo e independientes uno de otro; p. ej., dos lados y el 4n-
gulo que forman. Las férmulas de Trigonometria esférica esta-

‘blecen un cierto ntimero de relaciones entre los elementos de un

tridngulo, o, dicho més exactamente, un sistema de relaciones.
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algebraicas entre sus doce senos y cosenos, por el cual, sélo tres:
de estas doce magnitudes pueden variar arbitrariamente, en tan- .
‘to'que las otras nueve dependen algebraicamente de éstas, sien-
do de notar que al tomar senos y cosenos, se prescinde, natural--
‘mente, del convenio acerca de la adicién de un multiplo cual-
quiera de 2x. Concebida la Trigonometria, en general, como el
conjunto de todas las relaciones algebraicas posibles de esta na--
turaleza, podremos sintetizar su objeto, adoptando un criterio-
moderno, de esta manera: '
‘Consideremos las magnitudes

%, =C0S4a, X,=C0Sb, Xx,=COSC, X,=C0Sa, X;=COSB, %,=COSY

y,=sena, y,=senb, y,=senc, y,=sena, y,=senp, y,=sen~

como coordenadas de un espacio de doce dimensiones, E.; el
conjunto de todos sus punios, que realmente corresponden a un
tridngulo esférico posible a, ..., y representa una variedad alge--
braica tridimensional V, de este E ,, y esta V, debe ser estudiada
en E,. Con esto, la Trigonometria esférica queda incluida den--
tro de la Geomelria analitica general multidimensional.

La variedad V, debe poseer diferentes simetrias sencillas ;-
asi, resultaba del proceso de polarizacién que la sustitucién de

by cpora Byy conduce a un nuevo tridngulo esférico, lo
“que en este nuevo modo de hablar se expresard diciendo que-
de cada punto de V, se deduce otro perteneciente a la mlsma
variedad cuando se camblan Ky %y ) % Y1 Yoy Vg POT X4y Xy X,
YV Vs Ve TeSpectivamente.

Otra simetria se deducird de la cons1dera01c’m de que dado-
un tridngulo, la descomposicién del espacio en ocho octantes:
-por. los planos de los tres circulos méximos origina otros siete
tridngulos adyacentes, cuyos elementos.se obtienen de los del
tridngulo primitivo por simples cambios de signo y aditién de =;
esto hace deducir de cada punto de V, otros mete, cuyas coor-
denadas resultan de cambios de signos en las x, ..., x;.

El conjunto de todas estas simetrias conduce,. en "Gitimo tér-
mino, a un cierto grupo de permutaciones y cambios de signo de
las coordenadas de E,,, que tmnsjomian V, en si misma.

La: ciestién més importante, ahora, es encontrar las ecuacio-
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mes algebraicas a las cuales satisfacen .las coordenadas de los
puntos de V, y que forman el conjunto de las formulas de la Tri-
gonometria esférica. Puesto que siempre cos”®a+sen®a=1, se
tienen, por lo prnto, las seis relaciones cuadrdticas :

w24 P=1  (G=12 ..., 6) 1]

que, geométricamente hablando, representan seis superficies ci-

lindricas de segundo orden S que contienen la variedad V.

Otras seis férmulas nos da el teorema del coseno, de la Tri-

gonometria esférica: '
.

- €OS ¢==C08 b cos ¢ —sen b sen ¢ ¢os q,

v

del cual por polarizacién se deduce

.COS 2= C0S § COS v —Sen g Sen y cos a.

Estas férmulas y las cuatro que de ellas se deducen por per-
"mutacién ciclica de a, b, ¢ y a, 8, v representan seis swpeﬂ'wzes
cubicas SG) - "que pasan -por V,

v

x1=~x2:x3fy2y3x4, xg:xa_‘xj;f’yay1x,3! Ky =%%y =V VX~ [2]

X=X VYK Xy =X Xy — Vi VaNy xczxaxs“y4ysxsi' [3]

Finalmente, podemos utilizar el teorema del seno, que se ex-
presa por. la anulacién de los menores de la siguiente matriz ¢
sen a. sen b) - sen ¢, Y1, Ys s Ys

Yy, Ys» Ys

sen a, sen B, sen ¥,
que désarrollados nos dan: .
yéy_“ysvf_v3y"—v Vﬁ ylyrf—V ¥,=0 (4]

cuyas ecuaciones representan  tres cuddricas S(®), ‘de las cuales
solamente dos son independientéS. Tenemos, pues, en total,
quince ecuaciones establecidas para V, én el espacio E,,.

 Ahora bien, para determinar una figura tridimensional en. el
espacio E ,, no bastan en general, 12—3=9 ecuaciones ; puesto
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X

que ya en la Geometria ordinaria del espacio E, no es preciso,
como se sabe, que cada curva en el espacio sea interseccién
_completa de dos superficies ; el ejemplo mas sencillo es el de las
clibicas, para cuya determinacién son necesarias tres ecuaciones,
por lo menos. Se ve ficilmente también en nuestro caso que las
nueve ecuaciones [1] y [2] no determinan la variedad V5 pues
es ‘sabido ‘que del teorema del coseno se puede deducir el del
seno, salvo un signo, que suele determinarse por consideracio-
_nes geométricas. ' ' '

La cuestién seria, ahora, saber qué ecuaciones trigonométricas
y en qué nimero determinan completamente la variedad V, que
mos ocupa. Sobre todo, quisiera formular aqui cuatro cuestiones
bien precisas, acerca de las‘cuales no se ha dado hasta hoy con-
testacién adecuada ; mereceria, pues, la pena estudiarlas a fondo,
cosa que es de suponer no fuese muy dificil para quien teﬁga
alguna -habilidad en el manejo de las férmulas de la Trigono-
metria esférica. Estos problemas son : .

12 ;Cuél es el orden de V,7?. .

2. ¢ Cuéles son las ecuaciones mds sencillas que sirven pam
caracterizar V,?

3.2 ¢ Cudl es el sistema completo de ecuaownes lmealmente
independientes representativas de V,, es decir, de las ecuaciones
fi=0, ..., f,=0, tales que por composicién lineal de las mismas
con factores racionales enteros m,, ...,.m, pueda obtenerse la
ecuacién de cualquiera otra superficie que pase por V,, en la for-
‘ma_m,f, +...4+m,f,=0? Esto puede exigir el conocimiento de
més ecuaciones que las que resuelven el problema 2.°

4.2 : Qué identidades algebraicas (las llamadas sngzas) exis-
ten entre estas n férmulas f, ..., f,? :

Se puede encontrar orientacién sobre estas materias en in-
-vestigaciones realizadas exactamente en la misma direccién, aun-
que planteadas en forma un poco diferente que ésta, que pueden
verse en la Dissertation de la Srta. Chisholm (ahora sefiora
Young) en 1a Universidad de Gotinga (1) el afio 1894, que es
la primera tesis doctoral llevada a cabo por una mujer en Prusia.
Entre las contribuciones de la Srta. Chisholm, merece citarse

(1) Algebraisch- Qrupppnthemetnqche Untex%uchunqen zur sphaerischen
“Trigonometrie, Gottingen, 1895
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en primer término el emplear como coordenadas independientes

las cotangeéntes de las mitades de los lados y de los dngulos;

pues como tg'% (y también, nat\ira‘lmente, col — es una fun-
o P t v it

cién fundamental por cuyo medio se expresan uniformemente

cosx y senx, todas las ecuaciones trigonométricas pueden ex-

presarse como relaciones algebraicas entre co’t%-, vy COt —=
‘ ! _ , >
-

Los tridngulos esféricos forman, por consiguiente, asi, wna varie- -

dad algebraica tridimensional V, en el.espacio de seis dimensio-
. . . N a ¢

nes Eg, cuyos puntos tienen por coordenadas cot —, ..., cot —
dena > 2

a2

a« L ; : _ Lo
cot—o—, S cot—g— . La Srta, Chisholm demiuestra que esta varie-
k<] 4

dad es de orden 8, y puede repr‘esentarse como inlerseccion
completa de tres superficies de segundo grado (ecuaciones cua-
dréticas) del espacio E, y estudia también las otras cuestiones
que hemos planteado desde nuestro punto de vista.

~ En mis lecciones sobre la funcién hipergeométrica (1), he lla~
mado al grupo de férmulas de Trigonometria esférica de que he--
mos hablado hasta nqui, y que enlazan los senos y cosenos de
los lados y 4ngulos, jormulas de primera especie; frente a ellas
hay otro grupo- esencialmente distinto, las férmulas de segunda
especie, que son las ecuaciones algebraicas que fijan las funcio-
nes trigonoméiricas de los semidngulos y semilados. Para su
estudio, lo*mejor es considerar las doce magnitudes

. ‘a a o &
cos —— sen-—., ...; COS— sen —
‘ B 3 5 3 2 ) o

- L L&

como coordenadas de un nuevo espacio de doce dimensiones E',,
en el que los tridngulos esféricos forman, como antes, una va-
riedad algebraica de tres dimensiones V’,. Entre estas fé6rmulas
figuran en primer término las muy elegantes que a principios
del siglo pasado fueron casi simultdneamente publicadas, inde-
pendientemente unos de otros, por Delambre (1807), Mollweide
(1808) y, por ultimo, Gauss (1809) en la Theoria motus corporum

(1) Redactadas por E. Ritter, 189394, 2.2 ed. Leipzig, 1906.



— 9269 —
‘ ooelestmm Num. 54 (1). Son las doce que se deducen por per-
~mutacién ciclica de las

B+ h—e B—1 b—c
sen cos sen sen
, 2 2 9 2
J —_ o I ]
a a ' o « a
sen — cos3 sen —— sen —
. 2 2 2 2
B+~ h4e B—v _ b+e
cos COos cos sen
2 ~ 2 2 2
= = — 5 — a = —_,‘;
cos — cos — COS = sen —
2 2 2

Lo que las diferencia esencialmente de las férmulas de pri-
mera especie es el doble signo que contienen ; debiendo tomarse
en todas ellas, cuando se aplican al mismo tridngulo, siempre el
signo. superior o el inferior, habiendo tridngulos tanto de la una
‘como de la otra clase. La V', de los tridngulos esféricos en el es-
pacio E',, hace poco definido, satisface, pues, a dos sistemas
‘completamente distintos de doce ecuaciones cibicas cada una vy,
por conszgmente se descompone en dos variedades algebrawas

sepamdas v, correspondiente a uno ‘de los 51gnos el superior

p-€j., y V, al otro. Esta curiosa circunstancia es la que da a tales
férmulas la gran importancia que tienen en la teorfa -de los tri-
- 4ngulos esféricos y hace que representen’ mucho més que una
mera transformacién de las antiguas ecuaciones, que a lo sumo
sirviera para simplificar el célculo trigonométrico. Delambre y
Mollweide consideraban las férmulas sélo desde este punto de
vista préctico ; Gauss fué el primero que advirtié la importancia
sefialada, pues llama la atencién expresamente acerca de la po-
sibilidad de un cambio de signo «cuando se concibe el tridngu-
lo esférico en su mds amplia generalidad»n. Por este motlvo me
parece muy justo llamar a estas férmulas, férmulas de Gauss,
aun cuande no séa suya la prlorldad en la publicacidn,

Toda 1la transcendencia de este hecho no fué, sin embargo
reconocida hasta Study, que ‘>1a expuso én su obra ya citada
(pdg. 261) en 1894. Su resultado prineipal se puede enunciar del

(1) Abgedruckt Werke, Bd. VII, pag. 67. Leipzig, 106.
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modo mas cémodo “cuando se considera el espacio de seis di-
mensiones, E,, que tiene por coordenadas los valores a, b, ¢,
‘4, B, ¢ considerados como variables ilimitadas ; las llamaremos
elementos tmnscendentes del tridngulo en contraposicién a los

elementos algebralcos cos a, ... 0 Ccos % ; puesto que aquellos.

son funcioties transcendentes y éstas funciones algebralcas de las
coordénadas ordinarias de los vértices del tridngulo. En ‘este es-
pacio E; se designa al conjunto de todos los tridngulos esféricos
€omo Ia variedad transcendente. V,“, cuya imagen en E', era
la variedad algebraica V', antes considerada ; y puesto que ésta
se descomponia en dos.partes y las funciones representativas

a . . . T
cos—5y e son funciones uniformes y continuas de las coorde-

nadas transcendentes, también la ‘variedad transcendente v,
debe descomponerse en dos partes separadas, por lo menos.
El teorema de Study se enuncia entonces asi: La variedad trans-
, cendente V,® de los valores a, b, ¢, a, B, y relativos a un tridngu-
lo esfenco de la clase mds general se descompone en dos partes,
separadas wna de otra, correspondientes a los dos signos que
aparecen en las formulas de Gauss, v cada una 'de ambas partes
forma un continuo_ conexo. Lo mas importante de este resultado
es la exclusion de cualquiera olra descomposicion; por consi-
guiente, no se puede llegar por nuevos estudios sobre las férmu--
las trigonométricas a divisiones anélogas'y tan profundas de los
tridngulos esféricos. Los triangulos del primer grupo, corres-
pondiente al signo superior en las férmulas de Gauss, reciben el
nombre de tridngulos propios, y los que pertenecen al otro gru-
po, el de impropios, con cuyas denominaciones se puede enunciar
brevemente el teorema de Study diciendo que-el ‘conjunto de
todos los tridngulos esféricos se descompone en un continuo de-
los propios y uno de los impropios. El lector podra hallar en la
_ obra de Weber-Wellstein (1) mas pormenores sobre este asunto
v una demostracién del teorema de Study ; aqui nos limitamos
a indicar los resultados del modo mds intuitivo posible.
Agreguemos algo més sobre la diferencia entre ambas clases
de tridngulos. Supongamos dado un tridngulo esférico cualquie-

(1) . Tomo II, 2.* ed., 1907, pag: 385 y sig.
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ra, es decir, un «sistema de valores posibles» de a, b, ¢, @, 8 y v
Cuyos senos y cosenos satisfacen a las férmulas de primera espe-
‘cie, y que,lpor consiguiente, representan un punto de V,“:
ccomo se podrd distinguir si-se trata de un tridngulo ,propw v
de uno impropio? Para verlo, comenzaremos por formar los res-
tos positivos minimos a,, b, ¢, o, B, v, de los niimeros dados
respecto al médulo 2 : ‘

a,=a(mod2x), ..., oy = a(mod 2%) ...
0<a,<2x ..., 0<ay< 2% ...
Sus senos ¥ COSenos coinciden con los de a, ..., a, ..., de

modo que representan-un nuevo tridngulo esférico, que llama-
remos reducido respecto del primitivo, o tridngulo de Mobius,
atendiendo a que M&bius condicioné la variabilidad de los ele--
mentos del tridngulo a ‘que no llegasen.a 2x. Ahora vamos a
distinguir, a(;udiendo a una pequefia tabla, cudndo un tridngulo
de Mobius es propio o impropio ; puede verse esta tabla en una
forma algo menos clara en Weber-Wellstéin (pdg. 252, 379, 380)
‘que también contiene figuras (pdg. 848; 359) correspondientes a
los tipos. de trlangulos propios € impropios. Llamaremos como
de costumbre :e‘mgulos entrantes a los comp‘rendidos‘e‘ntre ay
'2m, y por razén de brevedad aplicaremos la misma dénomina-
“cién a los lados del tridngulo esférico. Tenemos, entonces, en to-
tal, cuatro casos tipicos de ambas clases :

L Tridnguvlos de Mdbius propios:

i)' 0'lados entrantes; 0O 4ngulos entrantes

21 » » ; 2 4ngulos contiguos »
-3 2 » » ;1 4ngulo comprendido »
4.3 » » ; 8 angulos ”»

I1. Tridngulos de Mobius impropios:

1) 0 lados entrantes; 3 &ngulos A entrantes'

2) 1 » » i 1l.-4ngulo opuesto »

3} 2. » » ; 2 4ngulos opuestos »

4) 3 » » ; 0 é4ngulos »

No existen otros casos que los aqui enumerados, de modo que -
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«con esta tabla se puede distinguir la naluraleza de cualguier tri-
dngulo de Mobius., '

El paso al tridngulo general a, ... z, ... desde su correspon-
-diente tridngulo de Mo&bius se realiza, Segun lo antes expuesto,
‘mediante-las férmulas:* ‘

a=ay+n,.2%,  b=by+n,.2x%, c=c,+n,.2x

a=a,+v,.2mx, B=By+v,.2m, v=v,+tv; .27

y se verifica el teorema: El tridngulo general tiene o no el mis—
mo cardcter de ser propio o impropio que el tridngulo reducido,
-segun que la suma de los seis mimeros enteros n,+n,+n,+
+v, +v,+v, sea par o impar; con lo cual queda completamente
-determinado el cardcter de cualquier tridngulo.

Vamos a terminar esta parte del (:urs'otco’n.a"lgunas‘ observa-
-ciones acerca del drea del tridngulo esférico, asunto del que nada
se trata en las investigaciones de Study, ni en la obra de Weber-
Wellstein ; aunque este concepto adquirié importancia con mis
.antiguas investigacioges tedrico-funcionales sobre tridngulos de
lados circulares. Mientras que hasta ahora el tridngulo no era
més que el conjunto de tres dngulos v tres lados que satisfacen
a los teoremas del seno y del coseno, tratase aqui ahora del drea
‘limitada por estos tres lados, perfectamente determinada; en cier-
to modo, como de una membrana tendida entre los tres lados
'se cortan formando ciertos 4ngulos.

No hay que tener ya aqui en cuenta los dngulos eéxteriores
@, B, v del tridngulo, como hasta ahora hemos hecho por razones
e simetria, sino que hablaremos de los dngulos que la membra-
na forma en los wvértices, y que, para abreviar,. llamaremos dn-
gulos interiores ; los designaremos por ix, pr, v (fig. 69). Tam-
bién pueden considerarse estos &ngulos .como magnitudes
wariables cualesquiera que solo pueden tomar valores positivos;
‘porque no queremos -excluir el caso de ser los vértices de la -
membrarna puntos de recubrimiento, es decir, en que los 4ngu-
los pueden recubrirse. Andlogamente, designaremos por Ir, mm,

, las longitudes absolutas de los lados, que también. supone-
4mos variables positivas ilimitadas.” Ahora, sin emb'\rgo, no po--
«rdn ya todos los lados y angulos recubrirse un nimero arbitra-

B ‘.
[
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rio de veces, independientemente unos de otros; es decir, no
podran contener un multiplo cualquiera de 2x ; sino que el hecho
de que exista una sola. membrana conexa, con estos lados y
dngulos, se expresa por ciertas relaciones entre los nmumeros de
estos recubrimientos, que en mi trabajo: Ueber die Nullstellen
der hipergeometrischen Reihen (1) he designado con el nombre
de relaciones complementarias de la Trigonometria esférica y

Figura 69

son las siguientes, designando por E(x) el mayor niimero entero
. positivo contenido en x, (E(x)<x):

(s
E(%—)=E’("l+‘“2'-‘f+1)
E(_g_)___E(—l—pg—l—v'—f-l).

y puesto que E(-—é—), por ejemplo, indica el multiplo de 2=x

contenido en el lado Ix, estas relaciones determinan precisamente
los niumeros de recubrimiento de los lados Ix, mx, nx cuando
se conocen los dngulos A=, px, vx con sus numeros de recubri-
miento. En particular se ve facilmente que, siendo positivos. 1,
(1) Mathematische Annalen, tomo 37, 1888; reproducido en la edici6n
de las Obras completas de Klein, tomo II, pag. 550, 1921.
18
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p ¥ v, sélo uno de los tres nlimeros A—p—v, v——)\—i—p,—v, e
—p.+v, a lo sumo, puede ser positivo ; por consiguiente, tampo-
co puede haber méas de uno de los tres argumentos ‘de los segun-
dos miembros mayor que 1, y puesto que E(x)=0 para x<l,
sélo -uno ‘de los tres nimeros de recubrimiento de lados puede
ser diferente de cero. Podemos, pues, decir: en una membrana
triangular solo puede recubrirse (ser>2x) a lo sumo un lado.
el opuesto al mayor dngulo. ;

En lo que respecta a la demostracién de estas relaciones
complementarigs, remitimos al lector al curso autografiado de
Klein, Ueber die hypergeometrische Funktion, pag. 384 y sig.,
donde, lo mismo que en el trabajo antes citado, inserto en Math.
Analen, tomo 37, el estudio est4d hecho con una mayor genera-
lidad, pues se consideran, ademds, «tridngulos esféricos» limita-
dos por circulos cualesquiera, no necesariamente maximos. Aqui
nos limitaremos a sintetizar en pocas palabras el proceso de la
demostracion. Se parte de un tridngulo elemental en el que ‘se-

Figura 70

guramente puede colocarse tensa una membrana, y se va gene-
ralizando‘ sucesivamente hasta llegar a las formas mias generales
posibles de membrana, mediante la reiteracién de agregaciones
convenientes de membranas de forma circular en los lados o con
puntos de ramificacidn enlos vértices. La figura 70 muestra
como ejemplo, representado en proyeccién estereografica, un
triingulo ABC que sé obtiene partiendo de uno elemental, por
superposicién de una semiesfera limitada por el circulo maximo
AB, con lo cual tanto el lado AB como el 4ngulo en C se recu-
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bren una vez. Se ve que en este proceso, las relaciones comple-
mentarias se conservan, encontrdndose finalmente que su validez
subsiste para las membranas triangulares méas generales a que
se puede llegar con este método de construccién.

Veamos ahora cdmo se comportan estos tridngulos que satis-
facen a las relaciones complementarias en la teoria general antes
expuesta. Evidentemente, son casos particulares, puesto que en
‘el caso general, los ntimeros de recubrimiento de lados y angu- .
los son completamente arbitrarios, casos especiales caracterizados
preczsamente por la posibilidad de la tension de una membrana.
Puede con esto, indudablemente, surgir una desorientacién en
el primer momento. Hemos visto, en efecto, que todos los tri-
4ngulos propios—cuyo conjunto no necesita satisfacer a las
relaciones complementarias—forman un- continuo; y que, por’
consiguiente, cada uno de ellos se puede deducir, por ley de
continuidad de un tridngulo elemental; parece, pues, que la
membrana tensa en este tridngulo elemental no puede perderse
en esta transformacion continua operada en el tridngulo. La so-
lucién de esta dificultad se encuentra generalizando al drea el
principio de Mobius sobre la determinacion del signo; entonces
se considera un drea posiliva o negaliva, segin que su contorno
sea recorrido en sentido positivo (contrario al de las agujas del
reloj) o en senlido negatwo. Si el drea considerada estd limitada
por una curva que se corta a s{ misma, deber4 entrar en el célcu-
lo como suma algebraica de las diferentes partes de que consta,
tomando cada una con el signo correspondiente’al sentido en que
se recorre su comtorno; p. ej., en la figura 71, deber4 tomarse la
diferencia de las partes que se distinguen.por el distinto rayado,
y en la figura 72, por el contrario, la suma. Estos convenios son,
naturalmente, simple expresién geométrica del contenido de la
definicién analitica. ,

Aplicando esto, en particular, a los tridngulos limitados por
arcos de circulo, se ve que; en efecto, .a todo tridngulo propio se
le puede asignar un drea sobre la esfera, y al recorrer una sola
ves el contorng del tridngulo, los de sus diferentes ‘partes pue-
den ser recorridos unos en Sentido posilivo v olros en sentido
negativo; debiendo, en consecuencia, tomarse estas partes - en el
cdlculo con el signo respectivo. Los tridngulos que satisfacen a



las relaciones complementarias solo tienen entonces la particu-
. 1 . .,

laridad de componerse de una sola porcion de membrana cuyo

© contorno estd recorrido en sentido positivo; esta propiedad es la

LT

Figura 71 Tigura 72

que les da la gran importancia que tienen en la teorfa de fun-
ciones, en cuyos estudios los he utilizado, ,
Para aclarar mds esto, recurriremos a un ejemplo, Conside-

Figura 73

remos (fig. 73) el tridngulo ABC representado en proyeccién es-
tereografica, en el que A es el punto de interseccién de los circu-
los méximos BA y CA mas alejado del arco BC; al segundo
punto de interseccién lo designamos por A’. Aplicando la defi-
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nicién general de los 4ngulos exteriores (pag. 268) a sus suple-
mentos, los 4ngulos interiores, se ve que px y vr miden los giros
que llevan a coincidir los lados BC y CA con BA y CB, respec-
tivamente, y, en este caso, son positivos; del mismo medo, A
mide el giro que lleva AB a AC v, por tanto, es negalivo; para
mayor claridad, pondremos A=—\", A'>0. '

El trisngulo 4'BC es, entonces, evidentemente, un tridngulo
elemental con los 4ngulos A'x, pw, vr, los tres positivos. Recorra-
mos, ahora, el contorno del tridngulo ABC en el sentido indica-
do ; entonces serd recorrido el tridngulo elemental A’BC en sen-
tido positivo, pero el huso esférico AA’ en sentido negativo y
tendremos que calcular el 4rea del tridngulo, segin los convenios
de Mobius, como diferencia entre las dreas dé ambas porciones.
Esta descomposicién de la membrana del triAngulo en una parte
positiva y en otra negativa, segun el sentido en que se recorre
su contorno, se puede quiz4 representar de un modo intuitivo
imaginando que la membrana est4 vuelta en A', de modo que
en el huso menor se ve la cara que en el célculo debe contarse
como negativa. Serfa ficil, siguiendo este método, presentar
“ejemplos mas complicados. , V

El mismo ejemplo que nos ocupa va a servirnos para ver que
dentro de este concepto general del drea, conserva su walidez la
formula elemental del drea de la Trigonometria esférica. Como
es sabido, el 4rea del tridngulo esférico con los 4ngulos iz, pm,
yr sobre la esfera de radio 1 est4 dada por el llamado exceso es-

Jérico (\+p+y—1)=, siempre que %, p, v>0. Veamos ahora
‘que esta férmula es también cierta para-nuestro tridngulo ABC.
Desde luego, el 4rea del tridngulo elemental' A'BC es igual a

- (N +p+v—1)=; de este valor tenemos que restar el 4rea del
huso 4A4’, de 4ngulo X'y, que es igual a 2\'u (puesto que el 4rea
de un huso es proporcional a su 4ngulo y para el 4ngulo 2z—Ia
esfera completa—vale 4x). Resulta, por lo tanto, como A4rea
de ABC:

Mtpt+yv—Dr—2Vr=(-V+p+v—Dr=A+p+vy—1x.

De un modo semejante se deducird probablemente que cuando
en un tridngulo propio general con -dngulos y lados arbitrarios
se quiere tender una membrana compuesta de varias partes, y se
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determina. su drea como suma algebraica de las de sus partes, a
las que se da el signo que les corresponde aplicando el principio
de los signos, subsiste la férmula del drea (\+p+v—1) =, don-
de, naturalmente, por i, wy, vr se entienden los dngulos reales
v efectivos de la membrana, y no, como anteriormente,. los dn-
gulos exteriores. La. investigacién que exige este tema no ha
sido realizada todavia,. pero no creemos que encierre grandes
- dificultades y seria de desear que.se emprendiese. En particular
serfa importante estudiar, desde el punto de vista de las consi-
deraciones anteriores, el papel de los tridngulos impropios.

Con esto damos ya por terminado lo que nos proponfamos
decir acerca de la Trigonometria, y pasamos a la segunda impor-
tante aplicacién de las funciones goniométricas, que también
cae dentro de la ensefianza elemental. ‘

B. Teoria de las pequefias oscilaciones, y, en pdrticulcr,
del péndulo '
Recordemos brevemente la deduccidén de las’leyes del péndu-

lo, que se acostumbra dar en la Universidad empleando el
Célculo infinitesimal. Consideremos un péndulo (fig. 74) de

Figura v3

masa m.y longitud I, y sea ¢ la amplitud de la semioscilacién
medida a partir de la posicién de equilibrio. Puesto que el peso,
‘mg, ejerce su accién hacia abajo en direccién “vertical, se deduce
facilmente de las ecuaciones fundamentales de la Mecénica que
el ‘movimiento del péndulo estd definido por la ecuacién :

2 :

@y 9. (1]

= — ——gen @

dx? l
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Para pequefias amplitudes se puede sustituir sen¢ por ¢ con
suficiente aproximacién; obteniendo, entonces, para las llama-
das oscilaciones infinitamente pequefias del péndulo, la ecuacidn :

d*y g
_— e Ly 2
728 ; ? 2]

La integral general de esta ecuacién. se expresa, como es
sabido, por funciones circulares, que aparecen aqui gracias a
sus propiedades diferenciales, como ya mdlcamos antes ; esta
integral general es

Q= Asen]/—*‘t—I—Bcos!/? ¢

donde 4 ‘V B son constantes arbitrariaé o, escrita de otro modo,
introduciendo las constantes ¢ y t,, lamadas amplitud y fase de

la ‘oscilacién :
¢ = ( cos ]/il]— {t — ¢, 3]

~«de cuya expresion se sigue para la duracidn de una oscilacidn

el valor T=92r ]/——

Completamente dlStll‘ltO al método seguido en estas senc1llas ‘
consideraciones, que aun podrlan hacerse més intuitivas, es el
llamado elemental, que suele utilizatse en la ensefianza secunda-
ria para deducir las leyes del péndulo. Ocurre que en tal ense-
fianza- se elude por todos los medios el Célculo infinitesimal Yy,
al'mismo tiempo, por la naturaleza misma de la cuestién, la Fisi-
ca exige su empleo, lo cual da lugar a un método creado ad hoc,
-que contiene ideas del Célculo infinitesimal, pero sin nombrar-
las, naturalmente, la consecuencia de este modo de proceder es
una complicacién extraordinaria, si se quiere proceder con rigor,
y huyendo de esta complicacién quedan realmente tales lagunas
en el razonamiento que apenas puede hablarse ya de demostra-
cion de las leyes del péndulo. Y asi se da el curioso fenémeno
de que, acaso.el mismo profesor, en una clase—la de Matemé-
ticas—ponga el mayor cuidado en la exactitud l6gica del razo-



— 280 —

&

namiento, a la que segin su modo de ver, todavia influido por
la tradicién del siglo xvin, no satisface el Célculo infinitesimal,
¥, en cambio, en la clase sigulente—la de Fisica—echa mano sin
escrupulo de razonamientos muy discutibles, empleando audaz-
mente los infinitamente pequefios. ‘ '

Permitasenos recordar, para la més completa inteligencia del
asunto, la marcha de la deduccion elemental de las leyes del pén-
dulo tal como aparece en los libros:de texto y en la ensefianza.
Se parte del péndulo conico, es decir, de un péndulo que se
mueve con velocidad, v, constante sobre un circulo alrededor de,
 la vertical que pasa por su ceniro como eje; de modo que el hilo

describe un cono circular (fig. 75). Este es el movimiento que se -

Figura 75

designa en Mecdnica con el nombre de precesion regular. La
posibilidad de tal movimiento se supone establecida experimen-
talmente, y la cuestién que se plantea es encontrar la relacion
-existente entre la velocidad, v, y el dngulo constante p=a que
~mide la desviacidn del hilo de su posicion vertical (el semidngulo
en el vértice del cono que describe).

Se observa en seguida que el extremo inferior del péndulo
describe un circulo de radio r=Isen «, que puede reemplazarse
por 7=la, suponiendo « suficientemente pequefio, v. se considera
la fuerza centrifuga, deduciéndose la férmula que relaciona ésta
con la velocidad # del punto mévil en que acttia: v
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a la cual debe oponerse para el mantenimiento del movimientos
una fuerza igual, dirigida hacia el centro ‘del circulo, llamada
fuerza centripeta. Pero ésta aparece como la segunda componen--
te, m.g .tg a, del peso (fig. 75), cuando (éste se descompone err
una fuerza de direccién del hilo y otra en el plano del circulo,
y como: para valores suficientemente pequefios de « se puede
sustituir tg « por «, resulta:

2 [
me—-=mg-a o v=aoVyg-l
[ o

La duracién, T, de la oscilacién del péndulo, esto es, el tiem-
po en el cual recorre toda la circunterencia 2zxr=92xla, es, por -

lo tanto:
2 T
T: aﬁla :27{‘/—l——’
v g

es decir, la precesion regular del péndulo conico—para un dngu-
lo, o, de desviacion suficientemente pequefio—es de una dwa—
cion determinada, mdependwnte de a.

Examinemos brevemente esta.parte de la deduccién: pode-
mos conceder, primeramente, como admisible la sustitucién de
seng y tga por e, que también se emplea en nuestra deduccién
exacta (pag. 278); pues precisamente realiza el paso de las osci~
laciones finitas a las infinitamente pequedias. En cambio, se
advierte que la férmula empleada para la fuerza centrifuga sélo
ha podido ser deducida «elementalmente» prescindiendo-de cier-:
“tos conceptos cuya justificacién estriba precisamente en el Célcu-
lo diferencial ; la misma definicion de fuersa centrifuga exige
en el fondo el concepto de la segunda derivada, cosa que la de-
duccién elemental da como admitida, Por esto, cuando no
se puede decir claramente de lo que se trata, surgen las ma-
yores dificultades para la comprensién, que desaparecen por
completo con el empleo del Célculo diferencial. No hace falta
entrar aqui en mds pormenores, que puede ver el lector en algu-
nos programas, muy dignos de ser leidos, del director del Real-
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gymnasium de Giistrow, H. Seeger (*), y en un estudio muy
interesante de H. E. Timerding: «Die Mathematik in den phy-
sikalischen Lehrbiichern» (¥*). En los trabajos de Seeger se
hace, entre otros, una critica completa de la deduccién de la
férmula de la fuerza cent'rivaga, desde nuestro punto de vista ; la
obra de Timerding contiene investigaciones de los métodos ma-
temdticos usados tradicionalmente en la ensefianza de la fisica.

- Sigamos con la deduccién elemental de las leyes del péndulo.
Hasta ahora sélo hemos obtenido la posibilidad de un mowvi-
“miento uniforme sobre un circulo; si imaginamos en el plano de

4K

Figura 76

-este circulo (esto es, en nuestros «descuidos» el plano tangente
a la esfera) un sistema de ejes coordenados x, v (fig. 76), el
movimiento esti representado, en el lengua]e de la Mecanica
racional, por las ecuaciones :

x=1]a cosV-jq—(t—to)
—~l~a-seu‘l/z(t—'f)
. y= g v

(*) Uber die Stellung des hiesigen Realgymnasiums zu einem Besch-
Tusse der letzten Berliner Schulkonferenz (Giistro -, 1891, Schulprog. nime-
ro 649). Uber die- Stellung des hiesigen Realgvmnasmms zu dem Erlass
des preussischen Unterricrtsministerium von 1892 {1893, N.° 653). Bemer-
kungen iiber Abgrenzung und Verwertung des Unterrichts in den Elementen
der Infinitesimalrechumg (1894, N.* 658},

(**¥) Tomo 11, fasciculo 11 de los «Abhandlungen der deutschen Unter-
;ausschusses der Internatlonalen mathematischen Unterrichtskommission»,
Leipzig y Berl{n, 1910. -

(4]
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Pero lo que queremos obtener son las oscilaciones planas del
péndulo, es decir, el extremo del péndulo debe moverse sobre
‘una recta del plano XY, el eje X, y la ecuamon de su movimien-
to serd, en consecuen01a,

x=l~0'cosl %(z‘—to), y =0, (5]

de lo cual resulta, para el dngulo de desviacidén o= -al—p—( la
ecuacién [8]. Es, pues, necesario—obsérvese bien—pasar de las
ecuaciones (4] a las [5] sin poder hacer uso de las ecuaciones
diferenciales'de la dindmica. Esto se logra estableciendo el prin-
cipio de la composicion de pequefias oscilaciones, segin el cual
si son-posibles dos movimientos %, ¥ y x,, ¥,, también lo es el
x+%,, y+y,. Entonces, se puede, en efecto, combinar el movi-
. miento pendular hacia la izquierda [4] con uno hacia la derecha :

a71=l.a..cosV-iq—(’t——'t0), Y = — l.a.senl/%(t—— lo);

y el movimiento x+x,, y+vy, es, en efecto, el buscado [5], si-

LY

C
se toma g=. — ..
: 2

En una critica de estas consideraciones, debe examinarse
ante todo cdmo se puede establecer el principio de la superposi-
cion sin utilizar el cdlculo diferencial o, a lo menos, como puede
admitirse. Sobre todo, queda también siempre en estas exposi-
ciones elementales el escripulo de si las diferentes circunstan-
cias de que sucesivamente hemos ido prescindiendo, no forma-
r4n una masa que dé al final un error perceptible, aun cuando
“cada una de ellas sea por si sola despreciable. No es preciso in-
sistir més en esto; el lector puede por si mismo juzgar; me
limito a sefialar que en cuanto hemos dicho de esta cuestién se
trata de un punto central en el problema de la ensefiansa: apa-
rece en primer término, con toda claridad, la necesidad de la
“consideracidn del Cdlculo infinitesimal; y, después, la necesidad
de ‘wna introduccion general de las funciones goniométricas in-
dependientes de la Geometria del tridngulo, que permua tales
aplicaciones generales.
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Pasemos, finalmente, a la dliima aplicacion de las funciones
goniométricas de que nos proponemos tratar.

’

C. Representacién de las funciones periédicas por series de:
funciones goniométricas (series trigonométricas)

Como es sabido, en Astronomia, Fisica matematica, ... se
presentan a cada:momento funciones periddicas que han de ser
sometidas al cdlculo, y entonces la representacién que encabeza:
estas lineas es el recurso més valioso y del cual se hace un uso
constante. Imaginemos, por razén de comodidad, elegida la uni-
dad de modo que la funcién periédica y=f(x) tenga el perio--
do 2= (fig. 77); se trata de averiguar si se puede representar

N AN
= 7

Fig\:\ra 79

.

aproximadahwnte f(x) por una suma de cosenos y senos de mil--

tiplos enteros de x desde el primero hasta el enésimo, afectados

de coeficientes constantes convenientemente elegidos; es decir,

si se podra sustituir f(x), con un error suficientemente pequefio,.
por una expresién de la forma:

&

Sn(m)zgg—+a1003x+a20032m+ +°a11ct>snac2 "

+ bysenx -+ bysen2x+ ... —i—bnsenmcS

El factor—i— , que afecta al término constante, tiene por obje--

2
to hacer completamente generales las expresiones que luego de-
duciremos para los coeficientes. o

Hemos de comenzar, como en otras ocasiones, lamentando-
la exposicién que ordinariamente se da de esta teoria, En lugar



-de considerar en primer término el problema elemental que aca-~
bamos de enunciar, lo ‘plantean como si lo tnico interesante
fuese la cuestion tedrica a él aneja: saber si puede representarse
exactamente £(x) por una serie infinita. Una honrosa excepcioén
s, por ejemplo, la de Runge, en su Theorie und Praxis der. Rei-
hen (*). Y, sin embargo, este punto de vista tebrico no tiene
para la practica absolutamente mingin interés; porque en ésta,
naturalmente, siempre se suma un ntmero. finito de términos,

-que no es ni siquiera demasiado grande; pues hacerlo de otro

modo no tendria ventaja alguna para el resultado practico. In-
teresa observar queé del solo hecho de ser convergente una serie
no puede ya deducirse que sus primeros términos representen
con alguna aproximacién la sumia; asi como, reciprocamente,
puede ocurrir en algunas ocasiones que los primeros pares de
términos de desarrollos en series divergentes sean suficientes
para obtener una buena representacién préctica de una funcion.
La importancia de esta observacién radica en que quien sola-
mente conozca la exposicién ordinaria mencionada y quiera
aplicar, por ej., en Fisica, las series trigonométricas, facilmente
caer en error si no tiene en cuenta esta advertencia.

Todavia resulta més extrafia esta omisién de las series trigo-
nométricas finitas al ver que han sido estudiadas de un modo

completo desde hace mucho tiempo ; sus principales propieda-~

des fueron expuestas ya por el astrénomo Bessel en el afio 1815.
Puede hallar el lector mas pormenores sobre la historia y biblio-
grafia de este tema en el articulo de Burkhardt sobre Trigono-
metrische Interpolation, publicado en la Enciclopedia, t. II A 9,
pagina 642 y siguientes. . '
Por lo demés, las férmulas de que aqui se trata coinciden en
lo esencial con las que aparecen.en las demostraciones usuales
de convergencia; s6lo que las ideas que las asociamos tienen
otro matiz y son mds propias para su manejo por el practico.
Vamos a tratar con algin detenimiento de la cuestién tal
como la hemos planteado, para lo cual, hemos de hablar pri-
mern de la determinacion mds conveniente de los coeficientes

(* Sammlung Schubert, XXXII, Leipzig, 1904.
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a y b para un nimero dado, n, de términos. Para esto ha hecho
uso Bessel de una idea tomada del método de los minimos cua—
drados. El error que se comete cuando se sustituye f(x) en el
punto x por la suma S,(x) de los 2n+1 primeros términos de
la serie trigomométrica es f(%)—S(x), v una medida de la bon-
dad de la representacion en todo el intervalo 0<x<2r de un
periodo de £(x) serd la suma de los cuadrados de todos los erro-
res; por consiguiente, la integral: -

J= f @ ~ S, @l

La aproximacion mds conveniente de f(x) venwdrd dada por la
suma Sy(x), tal que esta integral, J, sea un minimo; aplicando
esta condicién determiné Bessel los 2n-+1 coeficientes: a,, a,,
Qgy eeey Gny by, byy ooy by, Pero para que exista el minimo, puesto
que J debe ser considerada como funcién de los 2n+1 coeficien-
tes a4, ..., by, son condiciones necesarias: ‘

4 o 4Ly . 4T g
dao dal da’n 1
le aJ ( ul
=0, ..., —— =0,
db, * b,

y siendo [ wuna funcio'n cuadrdtica esencialmente positiva de
@y, -ivy b, dedtcese ficilmente de aqui que los walores de las
variables determinados por estas 2n+1 ecuaciones dan realmen-
te un minimo de J.

Diferenciando en estas ecuaciones bajo el signo integral,
resulta : |

f”[f@c) ~ 8, (@) dz =0
| |

2% 27 ’ . ' ) ‘
f If (@)-S, (2)] cos & dz=0, . .., f U If @)=8, (@)] cos nx du=0 | [2')
[}

(]

[ @S, @] sen z dz=0, . . ., [ )= S, ()] sen ne das=0.
Yo “0
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Ahora bien; si efectuamos la integracién del producto de
Sa(x) por un coseno o seno, se tiene, para v=0, 1, 2, ..., n:

em ‘
/ S, (x) cos v x dx _—_429
1]

2n .
f cos v dx -+
2 J, .

' 1T’ : 27T
: +a1f cosxcosvx dxr + ... +‘anf cos nx cos v @ dx -
) : : .

(]

2T : 2T
+b sen®cosve dr -+ .... b~ sen nx cosvx dr.
. 1 ’ L n ’

0 0

Segtin 'las propiedades elementales de las integrales de las
funciones goniométricas, todos los términos del segundo miem-
bro son nulos, salvo el término en que interviene el coseno con
el indice v, que vale a, = ; de modo que se tiene:

27T . , .
[ S, (x) cosvxdr = a . v=2012 ..., n
0 . -

* \

Para que esta fé'rmula generaylksea aplicable al caso de v=0,
hemos tenido que poner el. coeficiente a, bajo la forma ——é—ao,
Exactamente del mismo modo se deduce :

27

S, (z) sen v z dx = b, =. v=12 ..., n)
0 BN

. De estas sencillas relaciones se sigue que cada una de ias
ecuaciones [2] sélo contiene una de las 2n+1 mcégmtas ; pu-
diéndose, por lo tanto, escribir ya: ‘

. 1 2= .

a,=-— [ f(x)cosvdz, v=12 ..., n)
1 27 ‘

b= [ f@senvads, =12 ...
Y )

‘Sustituyendo estos valores, como supondremos siempre en

i
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adelante, en la expresion de S,(x), la integral | alcanzari, en
efecto, un minimo, cuyo valor es:

2T an? * . , ‘
) j; f(x)2dx=7r[—é9—,+\§1(a;+bv)].

Una observacién importante despréndese de aqui: los walores
obtenidos para los coeficientes son completamente independientes
del nimero de términos tomados en la serie, y, por tanto, el coefi-
«clente correspondiente a un término cos VX 0. senvX conserva
exactamente el mismo valor cuando se emplea este términa solo
o juntamente con cualesquiera otros para el cdlculo aproximado
de f(x), aplicando el mismo principio. Si, por ej., se quiere en-
contrar un valor lo mas aproximado posible de f(x) utilizando
‘un s\\olo término con coseno, ‘a, cosvx, deberd ser

an _
f [f (@)~ a, cos v z]? dx = min.,

{1

-y se obtiene el mismo valor antes indicado para a, . Esto hace
que este procedimiento de aproximacién sea’ muy cémodo para
la préctica ; pues si se quiere aproximar una funcién cuya grafi-
ca se asemeje a la del seno, utilizando un multiplo de sen«, ¥
se ve después que esta aproximacién no es suficiente, se podrin
agregar otros términos ‘(siempre atendiendo al principio de los
‘minimos cuadrados), sin tener que cambiar en nada el primerc.

Veamos ahora ¢dmo la suma_ S,(x) as determinada se apro-
xima a la funcidn dada f(x). Para estas investigaciones' me pa-.
rece muy conveniente el empleo de un método en cierto mocc
-experimental : dibujar para algunos casos concretos las gréficas
-de las curvas de aproximacion S,(x); esto da una representacién
viva del objeto, y hace despertar el interés y el deseo de una ex-
‘plicacién matemética aun en las personas de escasa preparaciba.

En una de mis- anteriores lecciones (semestre de inviérno
1903-4), en las que traté circunstanciadamente de estas materias,
-dibujé el sefior Schimmack, ayudante mio a la sazébn, unas figu-
ras, algunas de las cuales vamos a considerar ahora:

1., Ejemplos sencillos y que arrojan mucha luz, son los que
derivan de lineas compuestias de segmentos rectilineos. Suponga-
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mos, por ejemplo, la linea y=f(x) que sube desde 0 hasta -;—
en linea recta inclinada 45°, y desciende dgs'pués con la misma

. . 3 S . .
pendiente hasta sz)— y, por ultimo, nuevamente sube, siem-

2 . .
pre con la inclinacidén de 45° hasta x=2x, continuando después
periddicamente fuera del intervalo (0, 2r). Calculemos los coefi-
cientes que le corresponden: todos los a, ‘serdn nulos, puesto-
que ‘f(x) es funcién impar, y.quedardn solamente los términos
de senos y se obtendra, como se ve facilmente :

4 (senx  sen3x send x ’
- a—— — - + - + .o .\
12 g2 B2 i
En la figura 78 est4 disefiado el curso de las sumas limitadas
al primero y a los dos primeros términos. Estas graficas se acer-

S

-8

3

Figura 78 \

z, o
can cada vez méas a la de la funcién y=f(x), a medida que va
aumentando el nimero de sus intersecciones com elld. _

Especialmente es digno de observarse, que las curvas de
aproximacién se van comprimiendo més y mas en los wértices de

3t . e
—5 - aungue come funcio-

la linea, que corresponden a —,

nes analiticas que son, no pueden tener ningtin punto anguloso.
2.0 'Supongamos, ahora, que la linea y=f(x) va-de x=0 a
x=m, siguiendo una recta de 45° de inclinacién hacia arriba, que
salta en x== hasta valer —= y nuei{anlente sigue una recta in-
clinada 45° hasta x=%=, etc.; se compone, por lo tanto, de seg-
mentos rectilineos paralelos trazados por los puntos x=0, 2=,
19
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4r, ..., del eje x..Intercalando en los puntos de discontinuidad
los segmentos verticales que los unen, la funcién discontinua
est4 representada por una linea quebrada continua (fig. 79) que

e
T

Pl

-
o & mm

F‘_ig\_na 79

se asemeja al trazado de palotes con que se.inicia la ensefianza
de la escritura. También esta funcién es impar, de modo que no
aparecen los términos con cosenos, y su desarrollo en serie ¢s:

seixz- sen2ux sen 3 2 ‘
1 5 T 3 —J“"')

S(z) = 2( -
® ) . .
La figura representa las sumas de los dos, tres y c-uatro pri-
meros términos; también aqui es especialmente interesante ob-
servar cémo tienden las correspondientes graficas a seguir las
discontinuidades de f(x); asi, por ejemplo, van atravesando al
eje x en el punto x== con una pendiente mis pronunciada
cada vez. ‘ v '
8.2 El tltimo ejemplo es el de una linea (fig. 80) cuya orde-
nada entre O y —g— es igual a ——;— ; entre —%— y —-3—271— es igual a cero;
o 9 _ ‘ .

arn . T .o ‘s ‘s
entre ——2—y 9% es igual a — - luego sigue repitiendo perid-

Z

dicamente estos valores. Como antes, intercalaremos en los pun-
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tos de discontinuidad segmentos verticales, obteniendo asi una
linea como la indicada con trazo lleno en la figura. También
+ aqui sblo son- diferentes de cero los coeficientes de los senos,
puesto que se'trata de una funcién impar, y su desarrollo es:

| 2r | - son B
.S (%) = sen z + 2 = x osendx o senbr , o senbx
senz sen 9z
L poe 2T
(A 9

La ley de los coeficientes no es tan sencilla en este caso
como en los ejemplos anteriores 'y, en consecuencia, la sucesion
de las curvas de dproximacién, de las cuales se han trazado en

PR
L e e 5 st e e _'J‘

. Figura 8o
las figuras las correspondientes a sumas de los tres, cinco y seis
primeros términos, no es tan clara como en aquellos anteriores.

Viene, ahora, el problema de determinar la cuantia del error
que, para un determinado valor de %, se comete en general al
sustituir f(x) por la suma S,(x); hasta ahora nos hemos ocupa-_
do solamente de la integral de este error en todo el intervalo.
Designemos por & la variable de integracién que aparece en las
integrales [3], pagina 287, que dan los valores de los ‘coeficien-
tes a, y b, con el fin de distinguirla del valor considerado, x,
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que suponemos fijo. Entonces podemos escribir asi la serie
finita s ' '

. 1 o 1 o ; ‘
.S"(x);?f dE-f(E)[—é——{— cosxzcosE+ ... + cosnxcosnk
]

+senxsenf + ... —-’,-.sennxsenn_E]

y efectuando la adicién de cada par de sumandos en la misma
columna, podemos escribir : ‘

Sv,,.(x)‘=—%f“dg.f‘@{—;——}—'cos(x-—E)+ —-i—co's'n(x—E)]
0 .

La suma encerrada entre paréntesis puede efectuarse facil-
mente, siendo probablemente el camino més cémodo el paso a
la funcién exponencial compleja, y se obtiene asf, extendiendo
el intervalo de integracién de —= hasta =, como consecuencia de
la periodicidad del integrando:

| .
Si@ == [ aEre

Para llegar a tener una idea del valor de esta integrai, dibuje-
.mos en primer lugar las curvas '
1 1
2%

7 ==

sen-—cl’-(E — )

]

en el intervalo x—r<t¢<x+r del eje &; se obtienen asi lineas
de forma parecida a la de la hipérbola (fig. 81). Entre estas
ramas de curvas oscila la curva -

Sen_zlﬁj:_il_(x -
1 2 ' : T 2n+1
N = 0 1 ZESGH : 9 (E—x)y
=" sen —-j-(x -8B " ‘

2

&
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y con tanta mayor frecuencia cuanto mayor sea n; para 5=x,

2n

toma el valor 4=

, que crece con n. Supongamos, ahora,
aT . .

para mayor sencillez, f(§)=1; entonces, S,(x)= ‘+x'qd";; re-
' —%
presenta, sencillamente, el 4rea (rayada en la figura) limitada
por la curva n y el eje de las & Se ve inmediatamente, cuando
se tiene algin sentido de la continuidad, que para n suficienie-
mente grande, los valores de las oscilaciones, tanto a la derecha
como a la izquierda, que aliernativamente son positivas y nega-
tivas, se compensan, y que sélo queda el valor del troso ceniral

..;‘t

Figura 81

que se estrecha indefinidamente hacia arriba y tiene como limite
al crecer n infinitamente, el valor f(x)=1, como se ve facilmen-
te. Lo mismo ocurre en general, siempre que f(x) no presenté en
x=E una gran oscilacién. ‘

Estas mismas consideraciones sirven de fundamento a la de-
mostracién de convergencia de las series trigonométricas dada
por Dirichlet, que fué publicada por primera vez en el tomo IV
del Journal de Crelle, en 1829 (1); m4s tarde, en 1837, el mismo
Dirichlet hizo una exposicién més sencilla en el Repertorium

) Reproducido en Dirichlets Werken, ’tomo I; Berlin, 1889, pag. 117.
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der Physik, de Dove y Moser (1). Hoy se enctentra ya esta de-
mostracion en la mayorfa de los tratados; por consiguiente, no
necesitamos entrar aqui en mds pormenores, limitdndonos a
indicar las condiciones suficientes que debe cum;blw toda fun-
cidn. para que pueda representarse por una serie tngonometmca.,
Supongamos dada f(x) en el infervalo 0<x<2x y prolongada
perlodlcamente fuera de él; Dirichlet hace entonces las dos hipé-
' tesis siguientes, generalmente conocidas con el nombre de con-
“diciones de Dirichlet: ‘

a) Que f(x) sea parcialmente continua,; es dec1r, que en el
intervalo (0, 2x) sbélo tenga un ntdmero finito de discontinui-
dades ; B :

b) Que f(x) sea parcialmente mondtona, es decir, que se
pueda dividir el intervalo (0, 2r) en un nimero finito de inter-
" valos parciales en cada uno de los cuales f(x) no crezca; o no
decrezca ; en otros términos, que sélo tenga un nimero finito de
mdximos y minimos (por esta razén son exc1u1das, por ejemplo,

'.func1ones del tipo sen—i— ; porque en el punto x=0 se acumulan

un ntimero infinito de maximos y minimos).

“ Dentro de estas condiciones, demuestra Dirichlet que la serie
trigonométrica infinita representa para cada valor de x en que la
funcion es continuwa exactamente el valor f(x): *

lim S, () = f(x)
Dirichlet demuestra, ademds, que la serie es también conver-

gente en los puntos, x, en que la funcidn varia a sallos, y en

cada uno de ellos tiende a la media aritmética de los limites dé

la funcwn ala wqmerda y a‘la derecha de x, o, como se escribe

ordinariamente :

. xz + 0) z -0

lim S, (2) = flx+ )-;f( )

N=0a0

En la figura 82 se han representado estos puntos de discon-
tinuidad y los valores que en ellos toma la serie.

(1) TUber die Darstellung ganz willldiirlicher Funktionen durcr Sinus
und Cosinusreihen, Abgedruckt Werke, ‘Bd. I, pags. 133-160 y Ostwalds
Klassiker, ndm. 116, Leipzig, 1900,
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5

Estas condiciones de Dirichlet sdlo son suficientes, pero de
ningin modo necesarias. para, qlie f(x) pueda representarse por
la serie S(x); pero, por otra parte, tampoco basta exigir simple-
mente la continuidad de f(x), pues se pueden .construir ejem-
plos de funciones continuas en las cuales se pueden acumular
infinitas oscilaciones de tal manera que la serie S(x) sea diver-
gente. ' ‘

Después de estas explicaciones teéricas, vamos a tratar del
lado prdctico de las series trigonométricas, recomendando al lec-
tor que desee una exposicién mas completa de las cuestiones re-
lacionadas con ésta, la obra de Runge antes citada (pag. 285),

raas
,«e/z/m

X

x%m);, x)

/ﬂ‘*ﬂ/ .

0 X , ere
; Figura 82

en la que encontrard con todo pormenor el problema del cdlculo
numérico de los coeficientes de la serie, es decir, la manera de
- calcular del modo més rédpido y ventajoso posible las integrales
que. dan los valores de a, y b, correspondientes a una funcién
dada. - e '

" Se ?hanu construido también . aparatos mecdnicos especiales
para el cdlculo de estos coeficientes, los llamados analizadores
“armdnicos. ‘Este nombre hace referencia a la importancia que,
~como es sabido, tiene en Adtstica el desarrollo de una funcién,
y=f(x), en serie trigonométrica, problema que corresponde a
la descomposicion de un sonido cualquiera y=f(x) (donde x es
el tiempo € y la amplitud de la vibracién) en «sonidos purosy», es
decir, vibraciones sinusoidales y cosinusoidales puras, El anali-
zador construido por Coradi, de Zurich, permite determinar cada
vez los coeficientes de seis términos de senos y cosenos
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(v=1, ..., 6); en total, 12 coeficientes ; el coeficiente _az)"_ se de-

‘termina separadamente, con un. planimetro.‘Michelson y Strat-
ton han construido un aparato con el cual se pueden determinar
hasta 160 coeficientes (v=1, 2, ..., 80); su descripcién puede
verse en el citado libro de Runge. El mismo aparato puede -
también, reciprocamente, sumar una serie trigonométrica dada
de 160 términos, es decir, dados los coeficientes a,, b,, cons-
truir la funcién f(x) ; naturalmente, este problema, desde el pun-
to de vista préctico, es también de la mayor importancia.

El aparato de Michelson y Stratton ha hecho recaer nueva-
mente la atenciéon sobre un fendmeno muy interesante y obser-

Figura 83

vado ya anteriormente (1), pero que habia caido en el olvido. ,
Gibbs ha hablado nuevamente de ¢l en 1899 en «Nature» (2) y
por eso se llama fendmeno de Gibbs; de él vamos a decir algo.

El teorema de’ Dirichlet da para valor de la serie trigo-
nométrica correspondiente a un valor determinado de x el
fle+0V+flz—0

2
fijar la atencién en un caso concreto), la suma de la serie ast
definida representa la funcién indicada en la figura 83 en los
puntos aislados =, 3=, ... Ahora bien, nosotros habiamos in-

; en el segundo ejemplo antes tratado (para

(1) Segun la Enzyklopadie, tomo II, 12 (T: 1g0nometrlsche Reihen und
Integrale), H. Wilbraham conocfa ya, y lo habfa estudiado y calculado, el
fendémeno.
© (2) Tomo 59, 1898-99, .pag. 200. Scientific papers II, pag. 158, New-
York, 1906,
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terpretado ya la aproximacién trigonométrica de modo distinto
al que lo hace el procedimiento de Dirichlet, en el cual es fijo
€l valor de x y se hace crecer infinitamente n; habiamos fija-
do n y considerado S,(x) con la variable x y trazado las curvas
-sucesivas de aproximacién .S, (x), S,(x), ... La cuestién es ahora
ver en qué se transforman estas curvas cuando n crece infini-
tamente, o, dicho aritméticamente, hacia qué wvalores tlienden
las Sy(x) cuando, suponiendo variable la x, se hace crecer n in-
finitamente. Intuitivamente, es -evidente que ahora la funcién
limite no puede reférirse, como antes, a puntos aislados, sino
que ha de representar un trazo de linea continuo. A primera
‘vista, parece natural pensar que esta curva se compondri pre-
cisamente de las ramas continuas de y=f(x), mis los segmen-
tos rectilineos verticales que unen los puntos f(x+0) y f(x—0),
~correspondientes a las discontinuidades; en nuestro ejemplo,
pues, la linea dibujada en la figura 79; pero la realidad no es

Figura 84

ésta, sino que se ve que el trozo vertical de la-linea limite so-
bresale siempre en wun segmento finito por encima del punto
f(x+0) vy debajo del f(x—0), en la forma representada en la
figura 84. . '

Esto se habia observado .experimentalmente ya en las cur-
vas dibujadas por el aparato de Milchelson, y se atribuyé al
principio a inexactitudes del aparato, hasta que, por fin, Gibbs
reconocié que asi debia ser. Designando, en general, por D la
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magnitud del salto, D D ={f(x+0)—f(x—0)!|, Gibbs ha demostra-
-do que las prolongaciones tienen una 1ong1tud 1gua1 a

i

,_‘Qf” _sen€ dEN—OQSD 0,09 D.
70

H

En lo que respecta a la demostracién, basta efectuarla para
una sola funcién discontinua, tal como la del ejemplo, puesto
que todas las demds funciones de igual salto pueden deducirse
- deella por adicién de funciones continuas; la demostracién no
es muy dificil y se deduce inmediatamente de la férmula inte-
gral de S,(x) (pag. 292). Por lo demds, trazando con cuidado un
nimero suficiente- de curvas de aproximacién puede verse. con
toda claridad cémo se originan los salientes de Gibbs.

Seria muy interesante ver muchas’ otras particularidades que
presentan estas curvas de aproximacién, pero no podemos en-
trar en ello, pues nos llevaria demasiado lejos ; al lector que le
interese este asunto le remitimos a la memoria de Fejér, publi-
cada en el tomo 64 de Mathem. Ann., 1907, rica en contenido
y de facil lectura. -

Con esto terminamos lo que. nos proponiamos decir especial-
mente acerca de las series trigonométricas para hacer una

Excursion sobre el concepto general de funcién

~que pof su naturaleza, y también histéricamente, se Halla' muy
cerca de aquéllas. '

Si, como acostumbramos, seguimos el proceso  histérico de.
este concepto, observamos, primeramer‘ite, qué én los autores .
mas antiguos, como Leibniz y los Bernoulli, sélo aparece el con~
cepto de funcion en efemplos partwularec. potencias, funciones
trigonométricas, y otras anilogas. No se ‘encuentra formulado
este concepto de un modo general hasta el siglo X;V‘In.

1> En Euler, por ¢l afio 1750 (para nombrar solamente ni-
meros 1edondos), encontramos dos * definiciones dzstmtas de la
palabra funczon.

a) En su «Intmductzo» define y como funczon de x a toda
expresion analiiica en x, es decir, a toda expresidn compuesta
- de potencias, logaritmos, funciones trigonométricas, etc., de la



— 299 —

variable x, sin expresar claramente cuédles pueden ser estas com-
binaciones, Establece ya la clasificacién corrlente de las fun-
ciones -en algebralcas y transcendentes,

b) Junto a esto se ve que, pata Euler, estaba también de-
finida sna funcion y=1(x) cuando, refiriéndola a un sistema d2
ejes coordenados, x, y, se da trasada una curva cualquiera «li-
bero manus ductun (fig. 85). Euler no establece relacién alguna
entre ambas definiciones. ' \

90 Lagrange restringe extraordmanamente el concepto de
funcién en su Théorie des fonctions analytiques, publicada al-
're_dqdor de 1800, limitdndolo al de las llamadas funciones ana-

y = y (x)

Figura 85~

liticas, que . estdn defmzdas por series potenciales. En la Mate-
mética moderna se conserva esta deénominacién de «funciones
-analiticas» con, el mismo significado, pero se demuestra que for-
man sélo una clase especial de las funciones que realmente se
tratan en el. Andlisis. Ahora blen al prmc1p10, una serie po-
tenc1a1 ‘

Y= P(x-) =y +a%+ 0,87+

sélo definfa una funcién en el interior de su campo de conver-
gencia, y, por lo tanto, en un cierto entorno de x. Pero se en-
contrd pronto un método que permite extender mds alld el cam-
po de definicién de la funcién. Si, por ejemplo, «, (fig. 86) es
un punto situado en el campo de convergencia de P(x) y des-
arrollamos esta funcién en serie ordenada por las potenmas as-
céndentes de x—x, :

y

"YZPl(x"’er
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puede ocurrir que el campo de convergencia de esta serie sea
mas amplio que el primero, apareciendo” asi definida la fun-
cién en un -campo mé4s extenso, que ain puede aumentarse en
muchos casos aplicando reiteradamente este procedimiento. Este
proceso de la prolongacion analitica es muy conocido por cuan-
tos se han ocupado algo con la teorfa de las funciones de ‘varia—
ble compleja.

Obsérvese que cada uno de los coeficientes de la serie po-
tencial P(x) v, por consiguiente, toda la funcion, vy,  estd ter-

;

1
&

)

Figura 86
minada cuando se conoce el curso de la funcidn v a lo largo de
un troso tan pequedio como se quiera del eje de las x, p. ef., en
un entorno del punto x=0; pues con ello se conocen los valo-

res de todas las derivadas. de y para x=0, v se tlene como es.
sabido :.

YO =a, yO)=a, y'O)=a, ...

Una funcion analitica, en el sentzdo de Lagmnge estd, por
' oonszguzente,'completamente determinada en la totalidad de su.
campo de variabilidad, cuando es conocida en un semmento lan
pequefio como se quiera. Esta propiedad se encuentra en contra-
posicién con ‘el comportamiento de una funcién en el sentido
de'la segunda definicién de FEuler; puesto. que ésta permite
prolongar arbitrariamente cada elemento de una. funcién.
3.° EI concepto méis completo de funcién se debe a J. J.
Fourier, uno de los muchos mateméticos notables que habia en
Paris a principios del siglo x1x, Su obra principal es la Théorie
analytique de la chalewr (1) que aparecié por el afio 1822, aun-
que la primera comunicacién sobre esta teorfa fué presentada.
ya en 1807 a la Academia de Paris. Esta obra es la fuente de

(1) Reimpreso en: Fourier, Qeuvres, t. I, Paris, 1888, ‘
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todos los métodos de la.Fisica matematica actual, la cual puede
ser caracterizada por la reduccién de todos los problemas a la
1ntegra01én de ecuaciones de derivadas parciales con valores pres-
critos en el contorno, lo que constituye los llamados problemas
de contorno. Fourier estudid, en particular, el problema de la
propagacion del calor que, en un caso sencillo, puede enunciarse
de este modo : el contorno de una placa plana circular se man-
tiene de un modo permanente en un cierto estado de tempera-
tura, p. ej., una parte a la temperatura del hielo fundente y la
otra a’la de ebullicién del agua (fig. 87) ¢ qué situacion estacio-
naria, en orden a la temperatura, se crea como consecuencia
del proceso de conductibilidad del calor? Aqui se introducen,

0 -

0

400
Figura 87

pues, los valores de contorno, que pueden ser dados en sus di-
ferentes partes arbitrariamente e ,independientés entre sf, apa-
reciendo, por lo tanto, nuevamente, la segunda definicion eule-
riana del concepto de funcidn, opuesta a la de Lagrange:

4° Esta definicién subsiste también en lo esencial en los
trabajos de Dirichlet ya mencionados (pig. 293); la tnica va-
riacién estriba en estar traducida al lenguaje del Analisis, 0.
~—usando una palabra moderna—, aritmetizada. Y esto es, en
efecto, necesario; pues, naturalmente, una curva, por fina que
~pudiera trazarse, nunca puede definir con exactitud la corres-
pondencia entre los-valores de x y de v, puesto ‘que el trazo tie-
ne un cierto espesor, lo cual obliga a que las longitudes corres-
pondientes, %, v, sélo pueden medirse con un ntumero limitado
de cifras decimales.

Dirichlet formula el contenido aritmético de la secrunda de-
finicién euleriana del siguiente modo : Sz,_ por cualquier medio,
se hace corresponder a cada valor de x comprendido en un in-
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tervalo, un valor determinado de vy, se dice que y es una f'u-nclio'n
de x. De aqui se sigue que Dirichlet tenfa ya este concepto com~
pletamente general de funcidn, aunque siempre pensase, en pri-
mer término, en fumciones continuas o poco discontinuas, como
entonces se hacia generalmente ; porque no es que no ideasen
ejemplos de continuidades complicadas,” sino que apenas se crefa
que pudieran. ofrecer algin interés. Este punto de vista se re-
fleja en Dirichlet cuando habla de los desarrollos sen serie de
funciones completamente arbitrarias ( ganz willkiirlicher Funktio-
nen) empleando exactamente .la misma expresién de Fourier
(fonctions entiérement " arbitraires), aunque luego formulase,
_como lo hizo, con toda precisién, sus condiciones de Dirichlet’
(pag. 294), a las cuales tenian que satisfacer las funciones por
él consideradas,

5.° Dehemos, ahora, notar que por esta misma época, alre-
_ dedor del afio 1830, empieza a desarrollarse la teoria especml de
funciones de variable compleja, que, poco a poco, én los tres
tltimos decenios (1) préximamente, ha llegado a ser del dominio
corriente de los matemdticos. Este desarrollo viene asociado,
ante todo, a los nombres de Cauchy, Riemann y Weierstrass;
los dos primeros parten dé las ecuaciones en derivadas parciales
que llevan sus nombres, a las que 'satisfacen las partes real e
imaginaria, #, v, de la funcién compleja :

f(#+1y)=u+1iv,

_en tanto que Weierstrass define la funcién por una serie poten-
cial y el conjunto de todas sus prolongaciones analiticas; con
lo cual vuelve, en cierto modo, al concepto de Lagrange.

Lo verdaderamente notable de ésto es. que en este paso. al
campo complejo se unifican los dos diferentes concepios de fun-
cion antes. expuestos. Vamos, siquiera sea ligeramente, a
" ver cémo. ' ‘ 4 o ‘

Consideramos la variable compleja s=x+iy y .la serie po--
tencial : oo .
f@)=u+iv=c;+c,z+c,z%+ ... - (11

(1} Obsérvese que estas lecciones fueron explicadas por el plofesor‘
Klein el curso 1907-1908 (N. del T.).
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que ‘suponemos convergente para valores pequefios de |z| y; de-
fine, en la terminologia de Weierstrass, un elemento de una
funcion analitica. Consideramos sus valores en ‘un circuls sufi-
cientemente pequefio, de radio 7'y centro z=0, situado por en-
tero dentro del campo de convergencia (fig. 88),.es decir, susti-

Plano z.

Figur'a 88 -

.

tuimos en la serie potencial z=x-+iy=7(cose+iseny) y re-

sulta : . - o

f(8)=cy+c,7 (cosg+isen o) + c,r? (cos2g+isen 2o} +...
Separando las vpa'rtes reales y las imaginarias, sera:

‘“o ~ 18

2

€y = y =0 — 18y, C=u0y—10,,

de donde se deduce para la parte real de la funcion f(z) =

u=u(<{))=—O§—'—5—alrcoscp+agr2c052<‘o+... )) 5
+Blrsen<p+figrzsen2&?+...;) U
el signo negativo que aparece en las partes imaginarias de los
coeficientes ¢ lo hemos elegido para que todos los términos de
u(y) aparezcan con signo positivo. La serie potencial que defi-
ne f(z) da, por consiguiente, para los valores que la parte real,
u, toma en la circunferencia, considerada como funcién del an-
gulo ¢, un desarrollo en serie trigonométrica de la forma ya tra-
tada, cuyos coeficientes son «,, 7¥ay, #” BVQ
. Naturalmente, estos valores de u son funciones de ¢ en el
sentido de Lagrange, siempre que la_circunferencia (r) esté con-
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tenida por entero en el campo de convergencia de la serie po-
tencial [1]. Si dicho circulo coincide con el «circulo de conver-
gencia» de la serie [1], que constituye todo el campo de conver-
gencia de la misma, no es preciso que la serie [1] y, por con-
siguiente, también la [2] no sea convergente y, en ese caso, los
valores de u(e) pueden no ser funciones analiticas en el sentido
de Dirichlet.

Reciprocamente, dada, una distribucidn de fvalmes de u(qz) ‘
«arbitrarian en la circunferencia (r), sin otra restriccién que sa-
tisfacer a las «condiciones de Dirichlet», se puede desarrollar
en una serie trigonométrica de la forma [2] y, con ello, quedan
determinadas las magnitudes «,, ;5 ..., 8;, 85, --3, ¥, por consi-
guiente, todos los coeficientes de la serie [1] salvo la constante
aditiva arbitraria s —-B—" . Se puede entonces hacer ver que csta
serie de potencias es tamblen convergente dentro del circulo (7)
y que la parte real dela funcion analitica ast determinada tiene
los wvalores u(y) en el contorno del circulo; en términos més pre-
cisos, aquella parte real tiende al valor u(y) cuando p tiende a
un punto de continuidad de u(p). ;

Las demostraciones de ésto se deducen del comportamiento
de las series de poteneias en el interior de su circulo de conver-
gencias, estudio en el que no podemos detenernos. Bastén estas
observaciones para hacer ver cdmo por este camino vienen a coin-
cidir en cierto modo los conceptos de funcion de Lagrange v de
Fourier-Dirichlet, haciendo que la arbitrariedad que existe para
los valores de la serie trigonométrica u(y) a lo largo de dicha
circunferencia venga a concentrarse en. un entorno del origen, tan
pequefio como se quiera. '

6.° Ahora bien, la Ciencia moderna no ha permanecido in-
diferente ante las dos concepcxones expuestas, pues la Ciencia,
como tal, no descansa nunca aun cuando aisladameénte sus inves-
txgadores puedan fatigarse.

Asi, en oposicién. a lo que como antes hemos dicho caracte-
riza el punto de vista de Dirichlet, se ha llegado en los tres Glti-
mos décenios, en el estudio de las funcwnes reales, a funciones
lo mds discontinuas posible, ‘que, en particular, no satisfacen a-
las condiciones de Dirichlet; y se han encontrado los tipos de-
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funciones mas notables, que contienen singularidades complica-
disimas acumuladas «en abigarrado montén». Lo que principal-
mente se trata de averiguar en estas investigaciones es hasta qué
punto subsisten para estas funciones «anormales» las propieda-
des establecidas para las funciones «razonablesy.

7.° Por Gltimo, atin se liga a ésta una generalizacion moder-
na, todavia mds amplia, del concepto de funcion. Hasta ahora,
una funcién. estaba definida siempre en cada punto del continuo
de todos los valores reales o complejos, x, o, al menos, en cada
punto de un intervalo o un recinto dados. Pero desde que el con-
cepto de conjunto, debido a G. Cantor, ha ido colocandose, ‘méas
cada vez, en primera linea, con lo cual el continuo de todos
108 x no es otra cosa que un ejemplo de un «conjunfo»tde pun-
tos, han aparecido en gran ntmero funciones que sélo necesitan
ser definidas para los puntos de cualquier conjunto arbitrario, y
se dice, de un modo general, que y es funcion de x si a cada
elemenio de un conjunto de cosas x (nimeros o punios) corres-
ponde un elemento de un conjunto y.

Una distincién entre estos novisimos-conceptos y los anti-
- guos se echa de ver inmediatamente: Los enumerados en los pa-
_rrafos 1.° a 5.° se han originado y han sido construidos en las
aplicaciones a las ciencias naturales; basta para ello fijarse en
el titulo de la obra de Fourier ; en cambio, las investigaciones
indicadas: en los parrafos 6.° y 7.°°son producto de especulacio-
nes mateméticas puras, no debidas a necesidades planteadas por
el estudio de los fenémenos naturales, y que hasta la fecha pue-
de decirse que no han tenido aplicacién directa alguna. Natural-
mente, un optimista creerd que indudablemente llegara un mo-
mento en que se hagan estas aplicaciones.

Cérremos, por tltimo, este capitulo volviendo a nuestra cues-
tion de siempre : ¢ Qué parte debe tomar la escuela de todas estas.
cosas? ¢ Qué es lo que debieran saber de las mismas el profesor
y el alurnno'? :

Digamos ante todo que no sdlo es disculpable, sino perfecta-
mente justificado, que la ensefianza secundaria se mantenga re-
trasada un cierto lapso de tiempo, seguramente algunos dece-
nios, respecto de los progresos més recientes de nuestra ciencia,
produciéndose lo que pudiéramoé decir una cierta histéresis, tan-

20



to més significativa, por desgracia, cuanto que alcanza mas de
un siglo; ya que en dicha ensefianza se desconoce toda la obra
de Euler, quedando, por lo tanto, para la reforma de sus planes
de estudio todavia un campo muy vasto. Y lo que nosotros pe-
dimos én la reforma es realmente bien modesto, cuando se com-
para con el estado actual de la ciencia. Deseamos solamente que
el concepto general de funcion de Euler en la forma restringida
o en la mds amplia peneire como un fermento en toda la ense-
fianza media; pero nunca por definiciones abstractas, sino por.
medio de ejemplos elementales—de los cuales hay en abundancia
en el mismo Euler— que llegasen al alumno como algo vivo que
le pertenece. Claro es que hay que exigir méds al profesor de
matemdticas, quien serfa conveniente que, por lo menos; cono-
ciese los elementos de la Teoria de funciones de variable com=
ple]a y aun c¢uando no nos atrevemos a pedir otro tanto respecto
de las mds recientes concepciones de la teoria de conjuntos, pa-
- rece, sin embargo, justo el deseo de que entre tantos profesores
haya al menos, un pequefio nimero que, fuera de la citedra,
se ocupen en el cultivo de estas materias.

Hemos de agregar todavia algunas palabras sobre el papel
importante desempefiado por la teorfa de las series trigonomé-
tricas en todo este desarrollo. Datos histéricos ‘muy completos
.puede hallar el lector en la memoria de Burkhardt, titulada
«Entwikclungen nach oszillierienden Funktionen» (especialmente
enla 22, 3.* y 7.2 parte), una «memoria giganten, como solemos
llamarla, que viene publicdndose, en el tomo X del [ahresbericht
der deutschen Mathematikervereinigung (1), en cuva obra ha
reunido més de 9.000 citas, conjunto tal de noticias bihliografi- .
cas, que seguramente no pueden encontrarse en ninguna otra
parte. ' ' -

El prnnero que llegé a la representacion de las fwncwnes enh
geneml por series trigonoméiricas, fué Daniel Bernoulli, hijo de
Juan Bernoulli, que por el afio 1760, estudiando el problema
actistico de las cuerdas vibrantes, observé que la vibracién ge-

(1) Terminada la pubhcamén como cuaderno segundo de este tomo en
dos semitomos. En ‘el tomo Il de la Enzyklopaedie figura un extracto, Las
referencias de Burkhardt alcanzan hasta 1850 ; para los trabajos posterio-
res_a esta fecha puede acudirse al artfculo de Hzlb y Rzesw publicado en la
Enzyklopaedle, 11, G, 10.
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neral de las cuerdas se puede representar por composicién de
las vibraciones sinusoidales correspondientes al tono fundamen-
tal y a los semitonos puros, lo cual envuelve el desarrollo en
serie trigonométrica de la funcién que representa la forma de la
cuerda.

Aunque en el conocimiento de estas series se progresé’ ra-
pidamente, nadie ctefa que se pudiera representar por tales se-
ries cualquier funcién dada grificamente. En el fondo de todo
esto habfa ideas imprecisas que hoy nos son familiares y que per-
tenecen a la teoria de conjuntos. Se habfa supuesto de antemano,
sin poderlo expresar, naturalmente, que el «conjunton de todas
las funciones arbitrarias, aunque se ekcluyan las discontinuida-
des, es mayor que el «conjunto»’ de todos los sistémas posibles
de valores a,, a,, a,, ... b, b,, ... que representa la totalidad de
todas las series trlgonometrlcas

Los conceptos precisos de la moderna teoria de conjuntos han
arrojado sobre este asunto completa claridad y han probado que
aquel prejuicio era falso. Permitame tratar con algtn deteni-
miento esta importante cuestién. Se puede reconocer facilmente -
que se conoce‘el curso total de una funcion continua definida ar-
bitrariamente en el intervalo (0,2x), por ejemplo, cuando sdlo
se conocen Sus walores para los puntos racionales de este inter-
valo (fig. 89), puesto que por formar estos puntos racionales un

'
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Figura 89

conjunto denso en todas partes dentro de dicho intervalo, se
puede determinar con- la aproximacién 'que se quiera cualquier
punto irracional por medio de una sucesidn de puntos.raciona-
les, y, por la continuidad de la funcidn, el valor f(x) viene dado
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- como limite de la sucesién de los valores que toma la funcién
en los punitos racionales de aquella sucesién. Como, por otra
parte, el conjunto de los mimeros racionales es  «numerable»
(véase Apéndice II), es decir, se pueden colocar todos estos
puntos de tal manera que a uno tomado como primero le siga
un segundo, a éste un tercero, y asi sucesivamente, resulta.que
dar una funcién continua cualquiera no es. otra cosa que dar
conjunto numerable de constantes—los valores que toma la fun-

"cién en los puntos variables correspondientes de aquella suce-
sién—exactamente de la misma manera que dar la sucesiéon nu-
merable de constantes a,, a,,.a,y ... by, b,, ... equivale a dar una
una serie trigonométrica ; de modo que aquella idea de que el
conjunto de las funciones continuas sea, por su naturalesa, ma-
yor que el de las series resulta completamente errdnea. Andlogas
consideraciones pueden aplicarse a las funciones discontinuas, con
tal de que satisfagan a las condiciones de Dirichlet.

M4s tarde volveremos sobre estos conceptos para tratarlos de
un modo mas completo.

Fourier fué el primero que desvaneci6 todas estas ideas equi-
vocadas ; de ahi la gran importancia de su obra en la historia de
las series trigonométricas. Claro es que ho dié estas razones, to-
madas de la teoria de conjuntos, pero tuvo el valor de creer en la
virtud representativa de las series trigonométricas y apoyado en
esta fe expuso su validez, calculando algunos ejemplos .caracte-
risticos de funciones discontinuas, como las que antes hemos
considerado. Los criterios generales de convergencia fueron de-
mostrados méas tarde, como ya hemos dicho, por Dirichlet, que,
era discipulo ¢e Fourier. La obra de éste ha causado, por decirlo
asf, una revolucién en la matemdtica, pues para los matematicos

- de aquella época tenfa que ser algo sorprendente el hecho de
que pudieran representarse por medio de series de funciones ana-
liticas, funciones.arbitrarias formadas por leyes analiticas distin-
tas en diferentes intervalos parciales de la variable independiente.
En premio a este descubrimiento se dié entonces a las series tri-
gonométricas el nombre de series de Fourier, con el que hoy son
‘conocidas por todos, aunque toda denominacién personal lleva
consigo una parcialidad manifiesta, cuando no una absoluta in-
justicia.
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Una segunda contribucion de Fourier debemos mencionar, por
ultimo, siquiera sea brevemente; a-saber, la consideracién del
caso limite de las series trigonométricas, que aparece cuando se
hace creer infinitamente el periodo de la funcidn represeniada;
y puesto que una funcién-de periodo infinitamente grande es una
furicién no periddica arbitraria a lo largo del eje de las x, este
caso limite da un medio para representar también funciones no
periodicas cualesquiera. Este paso se realiza primero mediante
una transformacién lineal del argumento de la serie que hace
representar funciones de cualquier perfodo, I, en lugar del antes

“considerado, 2, y después, haciendo crecer [ infinitamente. De
esta manera, la serie trigonométrica se transforma en la llamada
integral de Fourier: ' )

f(x)='fw [@(V)cosvw;F¢(~»)senvx]d~/,
0

con lo cual, o(v) v ¥(v) se expresan, en cierto modo, como inie-
grales desde —o0 hasta +00 de la funcidn f(x). Lo nuevo es,
pues, que el indice v recorre de un modo continuo todos los va-
lores desde —oo hasta I+00 en lugar de recorrer sélo los valo-
res 0, 1, 2, ..., y que, en consecuencia, las funciones o(v) y. ¢(v)
aparecen en. lugar de los coeficientes a y b. -

Dejando ya el estudio de las funciones transcendentes ele-
mentales que han sido hasta ahora el objeto de nuestras consi-
deraciones sobre el Analisis, vamos a tratar en un tltimo capitulo,
del Célculo infinitesimal propiamente dicho.

1L, Del Calculo infinitesimal propiamente dicho . .

Suponemos, naturalmente, que el lector sabe diferenciar e in-
tegrar y que estas operaciones las ha practicado repetidas veces.
Aqui vamos a tratar de cuestiones generales, como la fundamen-
tacion ldgica y psicologica de la ensefianza de esta disciplina, y
otros temas de caracter andlogo. ' '

1. Principios generales del Calculo infinitesimal

Comencemos por una observacion general acerca de la natu-
raleza de la Matemdtica. Se oye decir a los no matemdticos, en
particular a los fildsofos, que la Matemadtica se ocupa solamente
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en deducir consecuencias logicas de premisas claramente estable-
cidas, siendo completamente indiferente lo que dichas premisas
puedan significar y que sean verdaderas .o falsas, con tal que no
sean contradictorias. Por el contrario, todo aquel que ha traba-
jado con fruto en investigaciones mateméticas tiene que hablar
de otro modo. En efecto, juzgan los primeros tan sélo por la
forma regular en que cristaliza la exposicién de todas las teorias
mateméticas perfectamente a_cab'adas, pero el investigador traba-~
ja en la Matemdtica, como en cualquier otra ciencia, no de aque-
lla- manera rigurosamente deductiva, sino sirviéndose esencial-
mente de su fanlasia y procediendo por induccion apoyado en re-
cursos puramente hewristicos. Se pueden presentar nUMerosos.
_ejemplos de grandes mateméticos que han encontrado los resul-
* tados m4s importantes sin poder demostrarlos exactamente. ¢ Va
‘a decirse por ésto que tales granaes aportaciones no deben te-
nerse en cuenta, y que, segun aquella concepcién, no constituyen
obra matemética, y sélo los sucesores del descubridor que, al
fin, encontraron sencillas demostraciones de dichas propiedades -
merecen el calificativo de matematicos? Ademas, resulta capri-
choso el uso que quiere darse a esta palabra ; pues, mirando las
cosas sin apasionamiento, no puede negarse que el trabajo in-
ductivo del que establece por primera vez una proposicion, es de
tanto wvalor, por lo menos, como el deductivo de los que la de-
muestran por primera vez, ya que ambos trabajos son igualmente
necesarios, y el descubrimiento de la hipétesis de la conglusién
posterior. _ ‘ L S

Precisamente en el descubrimiento y formacién del Calculo
infinitesimal ha ejercido un gran papel este procedimiento induc-
tivo que no se apoya sobre deducciones légicamente encaderia-
das y el recurso heuristico mds eficaz, fué muy frecuentemente; en
este caso, la intuicion sensible; v me refiero al decir esto a la in-
tuicién sensible inmediata con todas sus inexactitudes, en la que,
por ejemplo, toda curva trazada tiene siempre un cierto grueso,
no. a la intuicion abstracta, la cual postula ya como realizado el
paso al limite que lleva a'la linea matem4tica unidimensional.
Comprobaremos tal afirmacién cuando, en el curso de esta ex-
posicién, vayamos viendo cémo se han ido moldean’do histérica-
mente los conceptos del Célculo infinitesimal.
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Consideremos, en primer término, el conceplo de integral ; his-
téricamente empieza con el problema de evaluacion de dreas y
volimenes. (cuadraturas y cwrvaturas). La. definicién légica y

b
abstracta determina. la inleg‘ral[ f(x)dx, es decir, el 4rea limita-
- Ja

tada por la curva y=f(x), el eje x y las ordenadas x=a, x=b,
como limite de sumas de rectingulos muy estrechos inscritos o
circunscritos a éesta drea. cuando su nUmero crece infinitamente *
al mismo tiempo que sus bases decrecen indefinidamente; en
cambio, la intuicién sensible considera el 4rea en cuestidn no
como limite, sino sencillamente como la suma de muchos rectdn-
gulos muy estrechos; pues, dada la ineludible inexactitud del di-
bujo, tendriamos que poner pronto fin a la reduccién del tamafio
de los rectdngulos (fig. 90).

Este modo ingenuo de pensar se encuentra, en efecto, en to-
dos los grandes investigadores en el periodo de generacién del

L~
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Figura go Figura éx

Célculo infinitesimal. Podemos citar aqui, primeramente, a Ke-
plero, el cual en su «Nova stereometrio doliorum vinariorum» (1)
se ocupé con la cubicacién de los cuerpos. Su interés principal
se concentr$ en la determinacién de 14 capacidad de los toneles
"y de su forma méas conveniente ; colocAndose completamente en
el punto de vista que acabamos de indicar, Imaginaba el tonel,
lo mismo que cualquier otro cuerpo (fig. 91), como compuesto de
gran nimero de hojas delgadas, de papel, por ejemplo, colocadas

(1) Linz, 1615; reprodhcido en los clasicos de Ostwall, nam. 165,
Leipzig, 1908. '
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unas encima de otras, y media su volumen como suma de los de
estas hojas, cada una de las cuales constituye un cilindro. De
modo andlogo procedia en el calculo de los cuerpos geométricos
sencillos, como la esfera, por ejemplo. La suponfa formada por
gran ndmero de pequefias pirdmides, con el vértice comin en
el centro (fig. 92) y eritonce§ resulta el volumen, segin la conoci-

Figura g2

da formula de la pirdmide, igual al producto de.—;- por la suma de

todas las bases de las pequefias pirdmides, y reemplazando la
superficie formada por estas facetas por la superficie esférica, o

~sea por 4x7%, obtenfa la férmula exacta —=r®. Por lo demads, Ke-

plero hace constar expresamente el valor prictico y puramente
heuristico de tales consideraciones, relegando lo que concierne a
una demostracién matemdtica rigurosa al llamado método de ex
haucidén. Este método, que ya habia sido aplicado por Arquime-
des, conduce, por ejemplo, a la determinacién del 4rea del circulo,
sustituyéndola por la de los poligonos. inscritos y tircunscritos
cuyo ntimero de lados crece infinitamente al mismo tiempo que
la longitud de los mismos tiende a cero. La diferencia esencial
con la manera moderna de ver estriba en que, implicitamente, se
admitia la existencia del nimero que mide el 4rea del circulo
como algo de absoluta evidencia, mientras que el Célculo infini-
tesimal moderno prescinde de esta evidencia intuitiva y, basin-
dose en el concepto abstracto de limite, define el 4rea como valor
limite de las 4reas de los poligonos inscritos. Pero una vez esta-
blecida la existencia del 4rea, el método de exhaucién es un mé-
todo completamente exacto, que satisface también a las exigen-
cias modernas, y sirve para calcular aproximadamente aquella
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drea partiendo de otras conocidas de figuras poligonales. Sin
~embargo, se ve en muchos casos que este procedimiento es ex-
traordinariamente -dificil ‘de aplicar y poco apropiado para en-
contrar los valores de 4reas y volimenes. Un escrito de Arqui-
medes descubierto por H. Heiberg en 1906 (1) demuestra que
aquel matemitico no aplicéd nunca el procedimiento de exhaucidn,
sino que una vez que habia encontrado el resultado, buscaba el
modo de demostrarlo rigurosamente por exhaucién. Para lle-
gar a sus descubrimientos, utilizaba las consideraciones tales
como la de que tridngulos y segmentos de paribola estan for-
mados por series de cuerdas paralelas, o que cilindros, conos y
esferas estdn formados por series de discos circulares.
Volviendo a lo que deciamos del siglo xvi1, encontramos ra-
zonamientos andlogos a los de Keplero en el libro del jesuita
Buenaventura Cavalieri, titulado «Geomelria indivisibilibus con-

tinuorumn (2), donde establece el principio que hoy se conoce

A 7
/- V4
L J
Figura 93

con su nombre: Dos cuerpos son equivalentes‘cuamio las seccio-
nes planas correspondientes a alturas iguales tienen dreas igua-
les. De este principio de Cavalieri se habla mucho en nuestras
escuelas ; se cree poder evitar con su uso el empleo del Calculo
_integral cuando realmente a éste pertenece por entero, La manera
de establecerlo Cavalieri viene a reducirse a imaginar los dos
cuerpos formados por discos delgados superpuestos, los cuales,
segun la hipdtesis hecha, pueden considerarse dos a dos iguales

(1) Citado ya en la pag. 117.
(2) Bononiae, 1635; primera edicién, 1653.

&
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en area; es decir, uno cualquiera de los cuerpos se puede con-
siderar deducido del otro por traslacién de los diferentes dis-
cos (fig. 93), en cuya operacién no puede variar el volumen total,
puesto «que aparece formado por sumandos iguales, tanto antes
como después de la traslacién.

De un modo completamente semejante nos lleva la intuicidn
primitiva al concepto de derivada de una funcidn, es decir, al de
tangente a una curva. Se sustituye aqui—y asi se ha hecho real- .
mente—Ila curva por una linea poligonal (fig. 94), cuyos vértices

Figura g4

1

’

estan sobre la curva y muy préximos entre sf. Segtin la naturale-
za de nuestra intuicién sensible mirando la figura desde alguna
distancia, apenas puede distinguirse la curva de la sucesién de’
estos puntos y aun menos de la linea poligonal. La tangente a la
curva aparece as{ simplemente como recta de unidn de dos de
estos puntos consecutivos; por lo tanto, como prolongacién de

. uno cualquiera de los lados del poligono. Desde el punto de vista

abstracto y 18gico, esta recta, por muy préximos que supongamos
los dos vértices que une, .naturalmente nunca deja de ser una
secante, y la tangente es la posicidn limite a la cual se aproxima
indefinidamente cuando la distancia enire ambos puntos tiende a
cero. Andlogamente se concibe, desde el punto de vista de la
intuicién sensible, como circulo de curvatura de una: linea, al
circulo que pasa por tres vértices consecutivos de aquel poligono ;
mientras que, considerando rigurosamente, el circulo de curva-
tura es la posicion limite de aquél cuando los tres puntos tienden
a confundirse en uno por la anulacion de sus distancias mutuas.

La fuerza convincente que llevan consigo tales consideracio-
nes intuitivas varfa mucho, naturalmente, de una a otra persona.

Muchos” hay—y yvo me cuento entre ellos—que se consideran -

extraordinariamente satisfechos con ella; otros, en cambio, dota-
dos de un espiritu excesivamente légico, encuentran tales intui-
ciones absolutamente vacifas de sentido v no aciertan a imaginar
co6mo puedan sér base de consideraciones matemiticas. Y, sin
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embargo, histéricamente, los razonamientos de esta especie han
constitufdo frecuentemente el principio de nuevos fructiferos mé-
todos de demostracién.

Y no es sdlo esto; todavia hoy se recurre a ¢stos conceptos
intuitivos, e involuntariamente se les concede validez en la Fisica
matemdtica, en la M ecdnica, en la Geometria diferencial, cuando
se quiere introdudir alguna consideracién matem4tica, porque,
como el lector sabe, son muy apropiados para ello, lo cual no
impide, claro es; que el matematico puro se burle ¢on frecuencia
de esta manera de tratar las cosas;; cuando yo estudiaba, se decia
que para el fisico la diferencial es una p1e7a de latén que mane-
ja lo mismo que sus aparatos. ‘

En este respecto debemos estimar el valor que encierra la
notacidn de Leibniz, hoy generalizada ; pues asocia al recuerdo de
la intuicidn simple una cierta indicacién del abstracto paso al
limite, realmente contenido en los conceptos. Asif, la notacién
dy ‘
. dz ,
de de un cociente de diferencias, pero la d, én contraposiciéon con
el signo A que se usa para diferencias finitas, indica que aqui
hay algo nuevo, precisamente el paso al limite. Anilogamente,
f ydx indica el origen de la integral como uha suma de pequefias

diferencial de Leibniz

recuerda en primer término que proce-

-magnitudes ; pero no emplea el signo ordinario ¥ sino una S esti.
lizada (es de notar que no es generalmente conocida esta signi-
ficacién del signo f ) que indica la aparicién de un nuevo proceso
‘de sumacién.

Vamos, por Gltimo, a entrar va en la exposicién de los funda-
mentos légicos del Cdlculo diferencial e integral, empezando por
su evolucidn historica. '

1° La ;dea fundamental, como se ensefia ya en los grados
superiores de la ensefianza media y, por consiguiente, no necesi-
tamos mdas que recordarla brevemente, en el Cdlculo infinitesimal
es simplemente una aplicacion del conceplo general de limite. Se
define la derivada como lmite del cociente de mcremenios finitos
corresj)ondwntec de la funcidn y la vcmable,

dy = lim M’
dx Az=0 Ax .
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—supuesto que este limite exista—, pero sin gue pueda créerse
que es un cociente, en el cual dy y dx tengan una significacién
propia independiente. Andlogamente, se define la integral defini-
da como limite de una suma: :

b .
f ydr = lim Yy;Ax
a Ax =0

donde los simbolos. Ax, representan intervalos finitos parciales
del intervalo a <z <b, y las y, valores cualesquiera que toma
_la funcién en ellos, y todos los Ax, tienden simultdneamente a
cero ; sin que tampoco pueda creerse que y dx tiene el significa-
do de sumando de una suma. Esras notaciones se conservan por
razones de comodidad, como antes se ha dicho.

2 Esta concepcién se encuéntra ya expresada en forma
muy precisa en Newton mismo ; remitimos al lector a un pasaje
de su obra principal : Philosophiae naturalis principia mathemati-
ca (1) del afio 1687, en el que dice : «Ultimae rationes illae, quibus-
cum quantitates evanescunt, revera non sunt rationes quantitatum
ultimarum, sed limites, ad quos quantitatum sine limite decrescen-
tium rationes semper appropinquant, el quos propius assequi pos-
sunt, quam pro data quavis differentia, nunquam vero transgredi
neque prius attingere quam quantitates diminwuntur in infinitum .
Por lo demés, elude en absoluto Newton en la exposicién-de esta
obra el Cdlculo infinitesimal, como tal, aunque ciertamente lo
haya utilizado para la obtencién de sus resultados; pues la me-
moria fundamental en la cual expone su método del Calculo infi-
nitesimal la habia ya escrito en el afio 1671, aunque no.fuese pu-
blicada hasta 1736, con el titulo Methodus flusionum et serierum.
infinitarum (2).

En ella expone Newton el nuevo Célculo en numerosos ejem-
plos, sin entrar en explicaciones sobre los fundamentos. Enlaza
su teoria con una represeniacion de la vida diaria, que estd lin-
dando con el paso al limite: asf, al determinar un movimiento
x=f(t) sobre el eje x, en el tiempo-f, todo el mundo tiene idea

- (1) Nueva edicidn de W. Thomson y H. Blackburn, pag. 38. Glasgow,
1871, - :
(2) J. Newtoni, Opuscula mathematica, philosophica et philologica,
T. 1. Lausannee, 1744, pag. 19.



7 —

intuitiva de lo que es la velocidad de tal movimiento, y cuando
se.examina mas detenidamente este concepto, se ve que, en el

fondo, se piensa en el valor limite del cociente de diferencias %‘2—;—

’

Esta velocidad, con la cual varia la variable x en el tiempo, es la

llamada por Newton «fluxion de x» representdndola por x y la

toma por base de sus consideraciones. Supone todas las variables

%, ¥, dependientes de una variable primitiva, t, el liempo ; la deri-
ay :

vada —-d——-aparece, segtn esto, como cociente de los fluxiones ~— ,
lo que nosotros hoy escribirfamos de este modo % : —%—
. A , ;

8.° A esta concepcién newtoniana se asocia una larga serie .
de matemdticos del siglo xvii, los cuales edifican el Calculo
infinitesimal, con mds o menos precisién, sobre el concepto de
limite. Permitasenos entresacar aqui solamente algunos nom-
bres: C. Maclaurin en su Treatise of fluxions (1) que, como libro
de texto, éjercié gran influencia en un campo muy vasto ; D'Alem-
bert en la gran Encyclopédie méthodique francesa ; y, por dltimo,
Kastner en Gotinga con sus lecciones y libros (2). Finalmente
puede incluirse también a Euler como principalmente compren-
dido en esta fase del Calculo, aunque en ¢l se adviertan también
ya otras tendencias.

0

4° Una laguna muy esencial quedé por llenar en todas
estas exposiciones, antes de que se pudiese hablar de un sistema
légico de Cdlculo infinitesimal. Cierto que se habia definido la
derivada como limite, pero faltaba un medio que permitiese la
operacién reciproca: ‘deducir de su valor el incremento de la
funcidn en un intervalo finito. Esto se consiguié ante todo por
el llamado teorema del valor medio ; y es el gran mérito de Cau-
chy haber reconocido la posicién central de este teorema y, en
consecuencia, haberlo, colocado como fundamento del Cdlculo
diferencial ; lo cual hace que, con toda justicia, se repute a
Cauchy como -fundador del Cdlculo infinitesimal exacto, en el
sentido moderno. Como obras fundamentales podemos citar sus

(1) Edinburgh, 1742.
(2) RKaistner, A. G. Anfangsgiiinde der Analy51s des Unendlichen, Gottin-
gen, 1760.
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lecciones de Paris: Resumé des lecons sur le calcul infinité-
simal (1); asi como su segunda edicién Legons sur le calcul
différentiel (2), de la que sélo ha aparecido la primera parte.
El teorema del valor medio se enuncia asi: Si f(x) es wna
funcidn continua derivable en todos los punios del intervalo
considerado, existe siempre entre x v x+h un punte, x+8h, tal
que es: , ‘
o fleth)=fx)+h . f(x+0h), 0<8<<L.

La aparicién del factor 6, caracteristico de .este teorema, suele
sorprender a los principiantes. Geométricamente, el teorema es
sobremanera intuitivo ; expresa simplemente que entre los pun-
tos x vy x+a de la curva hay un punto, x+6h, tal que la tan-.
gente en él a la-curva es paralela a la secante que une los puntos
“x y x+h (fig. 95).

2

K xrB4 Yy S

Figura g5

~

5.° ¢Cémo demostrar ahora aritméticamente y con rigor el
teorema del valor medio, sin apelar a la intuicién geométrica ?
Una demostracién de esta naturaleza significa reducir el teorema
‘a las definiciones aritméticas antes expuestas, abstractas y for--
muladas de modo preciso, de variable, fincién, continuidad, etc.
Por esto, quienes primero han propagado una demostracién com-
pletamente rigurosa han sido Weierstrass y sus sucesores, a los
cuales se debe también haber extendido la moderna concepcién
aritmética del continuo de los ntimeros. Vamos a sefialar aqui
solamente las fases caracteristicas de esta demostracion.

(1) Parfs 1823. Oeuvres complétes; Ser.. II, T. IV, Parfs, 1899,
(2) Parfs 1829. Oeuvres complétes; Ser. II. T. 1V, Parfs, 1899,
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Primeramente se puede reducir el teorema al caso més sen-
cillo de ser horizontal la cuerda del arco, es decir, que f(x)=
=f(x+h) (fig. 96) y entonces se prueba la existencia de un pun-
to de tangente horizontal, Para ello se puede utilizar el teorema
de Weierstrass, que dice: toda funcidn continua en un inter-.
valo cerrado toma en uno, al menos, de los puntos de este inter-
valo el mdximo (y el minimo) de sus valores. Dentro de nuestra
hipdtesis, uno ‘de estos valores extremos lo debe tomar segura-

x X+ 8 xof
Figura 96

mente en el interior del intervalo (x, x+h), salvo el caso trivial
en que se tratara de una constante. Supongamos que sea un
méximo el que tome en el punto xi+6h (de modo completa-
mente andlogo se razona en el caso del minimo) ; entonces no
toma f(x), tanto a la derecha como a la izquierda de este punto,
valores superiores a este maximo, es decir, el cociente incre-
mental es por la derecha negativo o nulo y por la izquierda
positivo o nulo. Asf, pues, la derivada, que por hipétesis existe,
puede aparecer en el punto x+6 k tanto como limite de valores
no positivos, como de valores no negativos, segiin que el paso
al limite del cociente de incrementos se realice por la derecha o
por la izquierda de aquel punto; lo cual exige que dicha deri-
vada sea nula, y con ello queda demostrada la existencia de la
tangente horizontal, y, por lo tanto, el teorema del valor medio.-
Paralelamente a la orientacién bosquejada en los parrafos
anteriores, sobre la cual se construye la actual ciencia matema-
tica, ha venido propagéndos durante siglos una concepcidn esen-
cialmente diferente del Cdlculo infinitesimal, la cual se reduce:
1. A las antiguas especulaciones metdfisicas sobre la cons-
titucidn del continuo, integrado por elementos -que no pueden
descomponerse més, los Illamados «infinitamente pequefiosn. Ya
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en la antigiiedad hallaron acogida tales representaciones, primero
en los escoldsticos y miés tarde en los filésofos jesuitas. Como
signo caracterfstico citemos aquf el titulo del ya ‘mencionado
(pag. 313) libro de Cavalieri Geometria indivisibilibus continuo-
rum, que indica claramente su verdadera concepcién fundamen-
tal ; y, en efecto, en él sélo incidentalmente aparecen considera-
ciones intuitivas de matemadtica de aproximacién, pues realmente
considera al espacio como supuesto de partes elementales indivi-
sibles, las «Indivisibilian. Serfa de gran importancia e interés
en este respecto conocer las sucesivas transformaciones que. ha
ido sufriendo el concepto del continuo en el curso de los siglos.

2> Este mismo modo de ver era el de Leibniz, que con
Newton participa en la gloria del descubrimiento del Célculo
infinitesimal. Para él no es primario la derivada como limite,
sino que la diferencial dx de las derivables x tiene existencia
real como elemento wltimo indivisible del eje de abscisas, como
una cantidad menor que cualquier magnitud finita, pero no nula
(un infinitamente pequefio «actual»). De modo andlogo vienen
definidas las diferenciales de drdenes superiores d?x, d®x, ...
como cantidades infinitamente pequeﬁas de 2.°, 3.°, ... orden,
cada una de las cuales es infinitamente pequefia respecto de la
anteriorn. Se tiene asi una serie de sistemas dé magnitudes cua-
litativamente diferentes. El 4rea comprendida entre la curva
y=f(x), el eje de abscisas y ‘dos ordenadas, en la teoria dé los
indivisibles es exactamente la suma de todas las ordenadas inter-
medias, y una consecuencia de este modo de ver es que Leibniz.
en su primer manuscrito (1675) escribiafy y no [vdx.

Esta concepcién no es, sin embargo, la que domina en toda
la obra de Leibniz antes bien, aparecen incidentalmente consi-
deraciones intuitivas de miatemdtica de aproximacion, segin las
cuales la diferencial dx es un segmento finito, pero lan pequedio
que a lo largo de ¢l la curva coincide sensiblemente con la tan-
gente. Aquellas especulaciones metafisicas son ciertamente sélo
una idealizacién de los sencillos hechos psicolégicos aqui con-
tenidos. _ ' ‘

De un modo particular aparece en Leibniz todavia una ter-
cera modalidad, -caracteristica suya: la concepcidn formal. Ya
hemos tenido ocasion de sefialar que Leibniz es el fundador de la

)
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Matemdtica formal; su idea es ésta: Es completamente indife-
rente el significado réal que puedan tener las diferenciales, o que
realmente no tengan ninguno ; lo tnico necesario es definir las
operaciones de tal modo que pueda calcularse exactamente con
aquellas magnitudes ; entonces, siempre los resultados son cier-
tos. Leibniz nos muestra que ocurre aqui algo anilogo a lo que
acontece con los ndmeros complejos, sobre los cuales fenia una
idea completamente semejante. En lo que respecth a las reglas
de diferenciacidn, tratase en esto, principalmente, de la férmula :

(0t dx) — f(x) = f () dos.

El teorema del valor medio demuestra que sélo es cierta cuan-
do se pone f(x+40dx) en lugar de f(x), pero el error que aquf
se comete al escribir f(x) es infinitamente pequefio de orden
superior (segundo) vy tales cantidades deben despreciarse en el
cdleulo con diferenciales, lo cual es la ley formal fundamental.

Las publicaciones més importantes de Leibniz éstdn conteni-
das en aquella célebre revista, la primera cientifica, Acta erudi-
torum (1) de los afios 1684, 1695 y 1712, En el primer tomo se
encuentra, bajo el titulo «Nova methodus pro maximis et mi-
nimis» (pag. 467 y sig.) la primera publicacién sobre Célculo
liferencial y eh ella expone Leibniz las reglas de ta-diferencia-
cién. Los trabajos posteriores contienen aclaraciones sobre cues-
tiones fundamentales, en las cuales aparece preferentemente el
punto de wvista formal. Esencialmente caracteristico es en este
orden de conocimientos el breve trabajo del afio 1712 (2), por
consiguiente, de los Gltimos afios de su vida ; en él habla precisa-
mente de definiciones y proposiciones que sélo son toleranter .
vera o, como si dijéramos, pasaderas: Rigorem quidem non
sustinent, habent iamen usum magnum in calculando et ad artem
inveniendi universales que conceptus valent. Con esto se referfa
tanto a los ntmeros complejos como a lo infinito; asi, dice de
las cantidades infinitamente pequefias: commoditati expressio-
nis seu bremloqmo mentalzs inservimus, sed non misi toleranter
vera loquimur, quae explicalione ngzdantur

(1) Parc1almente reproducidas, figuran en la coleccién de clasicos de
Ostwald, ntim. 162. Pueden verse también en «Mathematische Schriften» de
Lelbmz, publicados por K. J. Gerhardt.

(2) Observatio...; et de vero sensu Methodi infinitesimales, péginas
167-169. : . '

21
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3.° A partir de Leibniz- se. extiende rapidamente el nuevo
Célculo por el continente, y en él se encuentran cada una de
sus tres concepciones. Debemos citar, .en primer lugar, el pri-
mer Tratado de Cdlculo diferencial que apareeié, el Analyse des
infintment petits pour l'intelligence des courbes (1) del Margués
de U'Hépital, discipulo que fué de juan 'Bernoulli, el cual se
‘habia asimilado con una rapidez sorprendente las ideas de Leib-
niz y publicd el primer Tratado de Cdlculo integral (2).. En
ambas- obras figura la-idea intuitiva de la matematica de aproxi-
macién ; en particular, considera una curva como un poligono
dé lados muy pequefios y la tangente como prolongacién de
uno de sus lados. En Alemania fué especialmente propagado el
Calculo diferencial de Leibniz por Christian Wolff, de Halle:
cuyas lecciones pueden verse en los Elementa matheseos univer-
sal (3). Introduce las diferenciales de Leibniz desde el princi-
pio del Célculo diferencial, pero declarando expresamente que
no tienen equivalente real alguno, -y utilizando para hacer sensi-
ble la idea de infinitamente pequefios consideraciones de mate-
matica de aproximacién ; asi, presenta como ejemplo, que la al-
tura de una montafia no cambia sensiblemente para su evalua-
cién préctica, cuando se le agrega o se le quita una partlcula de
polvo.

4° Repetidas veces se encuentra también el punto de vista
‘metafisico, que atribuye a las diferenciales una existencia real.
“Este modo de interpretar el cdlculo por los filésofos se halla
también entre los fisicos matemdticos. Entre ellos citemos com>
uno de los m4s eminentes a -Poisson, quien en el prélogo de su
famoso Traité de mécanique (4), en un lenguaje muy vivo, dice
que las cantidades infinitamente pequefias no son simplemente
un medio para la investigatién, sino que real y efectivamente

“.existen.
- 5° Probablemente ha pasado esta concepcidn a los libros de

(1) Parfs, 1696 2.2 ed. 1715.

2 Pubhcado en aleman por Kowalewski, en la coleccu‘m de clasicos de
Ostwald, num. 194. P. Schafheilin ha descubierto poco ha tambidn un,Célcu-
lo diferencial de J.  Bernoulli, del que se ha ocupadc en los Verhandlungen
der Naturforschersgesellschaft de Basilea, tomo 32, 1921.

(3) Publicadas, primero, en 1710 y reprodumdas en 1712 en Editio nova
-Hallae, Magdeburgiae, 1742, pag. 545, .

{4) Partie I, 2.* edicion, pag. 14. Parfs, 1885,
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ensefianza por la tradicion filosdfica y aun hoy tiene gran impor-

tancia en ellos. Como ejemplo mencionamos con gusto la obra,

publicada por primera vez en el afio 1855, de Liibsen, Einleitung

in der Infinitesimalrechnung (1), la cual ha ejercido por mucho
tiempo una extraordinaria influencia sobre capas muy’ extensas

‘del publico ; en mi tiempo, era este libro muy corriente entre los

escolares y a su lectura deben muchos la inclinacién que les ha
llevado a dedicarse a estudios matematicos. Liibsen definfa la de-

rivada utilizando el concepto de limite ; pero al lado de esto, a

partir de la segunda edicién, dice lo que entiende por verdadero

Calculo infinitesimal : un «misterioson operar con las cantidades

infinitamente pequefias. Los capitulos correspondientes estim

marcados con un asterisco, para indicar que no contienen nin-

~gtin resultado nuevo. Las diferenciales se introducen como ulti-

mos elementos que se originan de una magmtud finita por sub-
divisiones repetidas un ntimero indefinido de veces, y cada una

de estas partes «aunque diferente. del cero absoluto, no puede;

sin embargo, apreciarse, sino que es una magnitudinfinitesimal,;.
un soplo, un instante»; y después sigue una cita inglesa: Lo

infinitesimal es el espiritu de una magnitud que se desvanece

(pags. 59 y 60). Y, més adelante (pag. 76) dice : «El método in-

finitesimal es, como se ve, algo sutil, pero exacto. Si lo antes

dicho y lo que sigue no es bastante a esclarecerlo, débese sola--
mente a nuestra deficiente exposicién.n Es, ciertamente, de gran

interés el conocimiento de estas definiciones y razonamientos..

Formando pareja con este libro, puede citarse la sexta edi-
cién de la muy conocida obra de Wiillner, titulada Lehrbuch der
Expenmentalphyszk (2), cuyo primer tomo comienza con una
breve exposicién del Célculo mflmtesunal con el fin de suminis-
trar a los naturalistas w a los médicos los conocimientos impres-
cindibles para la Fisica, que no han podido adquirir en la ense-
fianza secundaria. Empieza Wiillner (pag. 31) con la definicién
de cantidad infinitamente pequefia, dw, siguiendo luego la defi-
nicién, naturalmente més dificil; de la diferencial de segundo
orden, d*x., Leyendo esta introduccién con un espiritu matema-
tico se advierte el gran contrasentido de eludir en’ la segunda

(1) Octava edicién, Leipzig, 1899.
(2) 6.2 edicién. Leipzig, 1907.
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‘ensefianza el Célculo infinitesimal por extremadamente dificil y
pretender que se conozca completamente en el primer semestre’
universitario dedicidndole sélo diez paginas, en una exposicién
que, a mas de def1c1ente es de comprensién extraordinariamen-
te dificil.

La razén de que se hayan podido mantener tales considera-
ciones durante tanto tiempo al lado del método matemético;
exacto, del pasé al limite, hay que buscarla en la necesidad que
siente el espiritu humano de ir mas alld de la formulacién abs-
tracta y légica de dicho método, para penetrar méas profunda-
mente en la naturaleza intima de las cantidades continuas y lle-
gar a representaciones mds precisas de las mismas que las que
se obtiene por la simple impresién psicolégica que pueda de-
ducirse del concepto del limite. Muy graficamente aclara este
pensamiento una frase, que creemos del filésofo Hegel, repetida
en libros y conferencias, que dice: la funcion y=f(x) represen-

ta el ser de las cosas y la derivada 3:\7
X

hay algo de exacto en esto ; pero debe agregarse claramente que
con tales palabras nada se ha conseguido en orden a posterio-
res desarrollos de la Matemdtica, ya que ésta tiene que basarse
sobre ideas y conceptos precisos.. o
En la novisima Matematica vuelven a aparecer los infinita-
‘mente pequesios actuales de un modo cornple;tamente diferente,
en las investigaciones geoméiricas de Veronese y después, tam-
- bién, en los Grundlagen der Geometrie, de Hilbert (1). La idea
basica de estas inves’tigaciones puede resumirse asi: Se consi-
dera’ una Geometria en la cual con x=a, siendo a un nimero
real cualquiera, vienen determinados no sélo un punto del eje x,
sino infinitos, cuyas abscisas se diferencian en multiplos finitos
de cantldades infinitamente pequefias "de diferentes érdenes
My G ... un punto estd, por consiguiente, determinado cuando
se da: -

-su devenir. Seguramente

x=a+bn+cl+..,

siendo a, b, ¢, ... numeros reales ordinarios, Y6 Gy e mfmzta-
mente pequefios . actuales de Ordenes decrecientes. Hilbert ha

(1) 5.2 edicién. Leipzig, 1922.
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hecho tan habil uso de este concepto que mediante oportunos
convenios axiomaticos, resulta evidente que se puede operar sin
contradiccién con las magnitudes asi construidas. Lo principal
para esto es fijar los conceptos de mayor y menor, lo cual se hace
asi: Considerando un segundo nimero x,=a,+b,q+¢, %+ sy
‘se establece en prim’er lugar que es XS X, segun que sea asa,
y st a=a, es X X, segun que sea b Shys st también es b= bl,
se acude a la comzpamcwn de ¢ con c,, y asi sucesivamente. Se
comprende claramente que no es posible hallar ninguna clase
de representacién concreta a esta clase de entes.

De lo dicho se desprende que con las magmtudes asi deflm-
- das se podrd operar segun esta y otras reglas que pueden agre-
garse, del mismo modo. que con los ntmeros finitos ; solamente
pierde su validez una proposicién cierta para el sistema de los
ntimeros reales ordinarios, a saber: que si tenemos dos nimeros
positivos e, a, siempre se puede hallar un nimero entero, n, tal
que sea n . e>a por muy pequefio que sea e y muy grande que
“sea a. En efecto ; de las definiciones antedichas se deduce inme-
diatamente que cualquier maltiplo finito n .v es siempre mds pe-
. quefio que cualquier nivmero finito y positivo a, y esta propiedad
es precisamente. la que caracteriza v como «cantidad infinitamen
te. pequefian. También es srempre n . 4<lv, es decir, ¢ es una
cantidad infinitamente pequeia de orden su;berwr al de ». Un sis-
tema de nimeros de estas condiciones se llama no arquimedia-
no, por designarse aquel principio sobre los nimeros finitos con
el nombre de Awioma de Arquimedes, porque Arquimedes lo ad-
mitié como propiedad fundamental indemostrable de los néme-
ros finitos ; la no validez de este axioma es caracteristica de las
cantidades infinitamente pequeiias actuales. Por lo demds, el
nombre de Axioma de Arquimedes, como la mayor parte de las
denominaciones personales, es histéricamente inexacto; mdas de
medio siglo antes que Arquimedes, habia hecho de él uso nota-
ble Ewuclides, que tampoco fué su invetor, sino que como mu-
chas otras propiedades que figuran en las obras de éste, fué de-
bido a Eudoxio de Knidos. :

El estudio de las magmtudes no arquimedianas, utihzadas
como coordenadas para la constitucién de una «Geometria no
arquimedianay, persigue el condcimiento profundo de la conti-



— 326 —

nuidad y pertenece al gran grupo de investigaciones sobre la de-
pendencia légica de los diferentes axiomas de la Geometria or-
dinafia y la Aritmética ; para estudiar esta dependencia se crean’
* siempre sistemas artificiales de numeros como los no arquime- '
dianos, para los que sélo son validos una parte de los axiomas,
y entonces se deduce la independencia légica de estos axiomas
respecto de los restantes.

-De un modo natural se presenta ahora la cuestién de averi-
guar i, apoydndose en tales sistemas de numeros, se podrd dar
a los fudamentos tradicionales del Cdlculo infinitesimal una for- -
ma absolutamente exacta que satisfaga a todas las pretensiones
modernas ; es decir, en cierto modo, si se podrd construir también
un Andlisis no arquimediano. La primera v més importante cues-.
tién de este Analisis serd demostrar el teorema del valor medio :

Cflx+ h)—f(x) =hf(x+8 h),

partiendo de los axiomas supuestos. No se puede disputar como
imposible todo progreso en esta direccién, pero hasta ahora nada
positivo ha sido aportado por ninguno de los muchos investi-
gadores que se han ocupado con los mf;mtamente pequenos
actuales. ‘
Agreguemos para mejor orientacién del lector que, desde
Cauchy, la denominacién «infinitamente pequeion se ha venido
usando en todos los tratados modernos en otro sentido. No se
quiere decir con ello nunca que una cantidad es infinitamente
pequefia, sino que llega a ser infinitamente pequeiia; lo que se
hace introduciendo esta denominacién es utilizar un modo cdémo-
do de expresar que la cantidad tiende indefinidamente a cero.
No podemos menos de recordar todavia la reaccién provo-
cada por este modo de construir el Célculo infinitesimal sobre
las cantidades infinitamente pequefias. Se eché de ver en segui-
da lo misterioso, lo indemostrable en todas estas represeatacio-
nes, y de ah{ que se originase con frecuencia el prejuicio de con-
siderar al Célculo diferencial como un sistema filosdfico especial
que no es dable demostrar sino sélo creer, o dicho vulgarmente,
como una «chifladuran. Uno de los criticos mas agudos-en este
sentido es el fildsofo y obispo Berkeley, que en un pequefio libro
«The analyst» (1) atacé en forma muy amena las oscuridades que
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dominaban en la Mateménca de su tiempo. Parte en su exposi-
cién de que frente a los principios y métodos de la Matematica
debe existir la misma libertad de critica «wque los matematicos
aplican a los misterios de la Religién» y combate safiudamente -
todos los conceptos del nuevo Anélisis, el Calculo de fluxiones,
como las operaciones con diferenciales, viniendo a la conclusién
de que todo el edificio del Anélisis resulta obscuro y absoluta-
~mente incomprensible. -

Parecidas opiniones se han mantenido hasta el presente entre
muchos filésofos ; éstos conocen solamente las ideas.antiguas
sobre diferenciales y no se han dado cuenta de la actual siste-
matizacién légica y completamente rigurosa del Célculo infinite-
simal, basada en el concepto de limite. Como ejemplo, permita-
senos citar s6lo un pasaje de la obra de Baumann, «Raum, Zeit
und Mathematik» (2): «combatimos, dice, la justificacién 1égica
y metafisica que Leibniz ha dado al Calculo, pero no atacamos
en nada a este Célculo. Lo consideramos como un genial descu-
brimiento ‘que se ha comprobado practicamente ; como un arte:

"' m4s que como una ciencia. No es posible darle una forma pura-
mente 1égica ; no puede ser deducido de los elementos de la ma-
tematica ordinaria...»

Esta reaccién contra las diferenciales explica el mtento ré-.
petidamente citado, dé Lagrange, en su «Théorie des fonctions
analytiques» del afio 1797, que ahora se nos presenta bajo una
nueva luz. Lagrange elude en esta obra no sélo las cantidades
“infinitamente pequefias, sino toda operacién de paso al limite,
limitdndose a funciones definidas por series potenciales :

f(x) =0, +a;%+ a5 +a,%° + ...

y para éstas viene definida su «funcion derivada, f'(x)», por otra
serie potencial : , , ;
pot [(x)=a,+2aw+3ax®+..

de un modo puramente formal ; es caracteristico que sistematica-

mente evita las palabras «cociente diferencial» y la notacién—jl_
Consecuentemente, tampoco habla del Calculo diferencial, sino

de un «Cdlculo de derivacion».

(1) Londén, 1734. :
(2). T. 11 (Berlin, 1869), pag. 55.
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No pudo satisfacer por mucho tiempo, en verdad, esta expo-
sicién, pues, por una parte, el concepto de funcién aqui usado,
resulta, como hemos tenido ocasién de decir anteriormente, de-
masiado restringido ; pero, sobre todo, tales definiciones, absolu-
tamente formales, imposibilitan penetrar en el fondo de los con-
ceptos de derivada e integral y no aportan contribucién alguna
‘a lo que puede llamarse motivo psicoldgico ; asi queda completa-
mente inexplicado por qué se usan estas series deducidas tan
particularmente. Por tltimo, si las consideraciones de la teoria
de limites no se puede establecer la convergencia de estas series
ni ver entre.qué limites de error pueden ser sustituidas por sumas
parciales finitas ; ast como tampoco se puede relacionarlas entre
sf, 1o cual es absolutamente necesario cuando se quiere hacer:
uso practico de las mismas; pues hay que recurrir de nuevo a.
dicha teorfa, para cuya exclusién fué realmente ideado todo el
sistema establecido. :

Acaso no esté de mds en este lugar decir algo acerca de las
distintas opiniones sobre los fundamentos del Célculo infinitesi-
may, que atn hoy se manifiestan y salen fuera del reducido
circulo de los matemaéticos profesionales. Yo creo que caben
aqui consideraciones analogas a las que hicimos al tratar de los’
fundamentos de la Aritmética (pag. 19 y sig.). En-toda disciplina
matemdtica se puede separar totalmente el problema de la depen-
dencia ldgica interna de su construccién, del de la aplicaci('m a
ohjetos de nuestra percepcidn, interna o Fxterna, de los concep-
tos y propiedades establecidos «axxométlcamente» y, por decirlo
asi, «arbitrariamenten. En uno de sus trabajos (1) G. Cantor, ha-
blando de los ntmeros enteros, distingue la realidad inmanente,
que se presenta con ocasién de su definicién 16gica, de la reali-
dad transiente, que tienen por su aplicacién a objetos reales. En
el Calculo infinitesimal, el primer problema queda totalmente re-
suelto por las teorias basadas en el concepto de.limite, tal como
la ciencia matemética lo tiene establecido actualmente de ma-
nera completamente légica ; la segunda cuestién entra de lleno
en el campo de la Teoria del conocimiento, no pudiendo prestar
el matemaético otra cooperacién que la de contribuir a sy formu-
lacién precisa, separando y resolviendo la primera parte (la na-

(1) Mathematische Annalen, tomo 21, 1883, pag. 562.
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turaleza misma de la cuestién hace que los trabajos puramente
matematicos no aporten contribucién inmediata alguna a la so-
lucion) ; véanse las consideraciones ‘anélogas hechas al hablar de
la Aritmética en la pdgina 19 y sig. Todas las dificultades de los
fundamentos del Célculo infinitesimal estriban . precisamente en-
que estas dos partes separadas del problema no pueden diferen-
ciarse de un modo indudable ; en realidad, la primera parte, ma-
tematica pura, esti construida lo mismo que otras disciplinas de
la Matematica y las dificultades radican tanto en ella como en la
segunda parte, filoséfica. El valor de las investigaciones que se
hacen en esta segunda direccién va manifestindose en razona-
mientos de la naturaleza indicada, y parece demostrar que es
preeiso apoyarse en los resultados de los trabajos de mdole pu-
- ramente matemdtica sobre el primer problema.

Aqui damos fin a este breve esbozo histérico del desarrollo
del Célculo infinitesimal, en el cual hemos tenido que limitarnos,
‘naturalmente, a sefialar las ideas directrices més importantes.
Ciertamente serfa muy til profundlzar .en la cuestién haciendo
un ‘estudio directo de toda la literatuta de aquel perfodo. Muchas
interesantes indicaciones 'y notas puede hallar el lector en la
conferencia de Max Simon dada en un Congreso de la Asocia-
" cién para el Progreso de las Ciencias en Frankfott,. en 1896, titu-
lada Zur Geschichte und Philosophie der Diferentialrechnung.

_ Si ahora, para terminar, nos fijamos en la posicién de la ense-
flanza escolar respecto del Calculo infinitesimal vemos cémo, en
cierto modo, han venido reflejéhdose‘ en ella todas las vicisitu-
des de la evolucién histérica del Cdlculo infinitesimal. En los
establecimientos de ensefianza secundaria en que antes. se ex-
plicaba esta distiplina, no se hacia (asi, al menos, lo hacen creer
los libros que se usaban, -y, ciertamente, no podia ser de otro
modo) una exposicion precisa de la construccion cientifica exacta
del Cdlculo infinitesimal por medio del método de los limites, sino
que, cuando mas, aparecia’ este método desvanecido en mayor
o menor grado, mientras que se ponia en primer término las ope-
raciones con cantidades infinitesimales v algunas veces también
el calculo de derivadas en el sentido de Lagrange. Naturalmen-
te, se privaba asf a la ensefianza no sélo de rigor, sino tambien
de claridad ;' v se comprende bien que, como.ocurri, poco a poco
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se originase una oposicién muy fuerte contra la introduccién del
Célculo infinitesimal en la ensefianza secundaria ; oposicién que
fué extendiéndose hasta culminar en los decenios del 70 al 80
del siglo pasado en una prohibicién oficial de la ensefianza del
Célculo, atin en las Escuelas realistas.

Es indudable, sin embargo, que esto no ha impedido, como .
de un modo incidental:lo habfamos hecho notar ya anteriormen-
te, que el método de los Hmites llegase a ser utilizado en la en-
sefianza media, siempre que era necesario; lo dGnico que se hizo
es no nombrarlo y aln, a veces, creer que se trabajaba con otra
cosa. Se verd claramente esto con sélo ires ejemplos, de los cua-
les seguramente se acordara el lector de su época de estudiante.

a) La conocida determinacion de la longitud de la circunfe-
rencia y del drea del circulo por medio de poligonos regulares ins-
critos y circunscritos, no es; evidentemente, mas que una integra-
cidn. Esta manera de calcular, viene aplicdndose desde la anti-
giiedad ; lo fué ya por Arquimedes y a este antiguo cldsico debe-
mos que se haya mantenido en la enseflanza. secundaria esté’
problema. '

b) La ensefianza de la Flsma especialmente de la Mecam-
ca, negesita 1mpresc1nd1blemente los conceptos de velocidad v
acelgracidn, que utiliza ya para las leyes de la caida de los gra-
ves. Pero la deduccidén de estas leyes no es realmente més que
la integracién de. la -ecuacién diferencial z'=g por la funcién
2= § gt* +at+b, donde a, b son las constantes de integracién,
Las necesidades de la Fisica obligan a estudiar este problema
en este periodo de ensefianza, y los métodos que entonces se
'empléan son, mas o menos disfrazados, naturalmente, metodos
exactos de 1ntegrac1on. .

¢) En muchos establecimientos de ensefianza del norte de
Alemania- se expone la teoria de mdximos y minimos 51gu1endo
un. procedlmlento, al que dan el nombre del notable pedagogo
matematico Schellbach El procedlmxento consiste en resolver la

ecuacién : T M
m

% =2 x*—xl

=0

para obtener los valores que hacen maxima o minima la funcién
y={(x), lo cual es, en deﬂmtw , el mismo - método del Calculo
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diferencial, sin otra variacidn que no usar la palabra «derivadan.
Seguramente Schellbach utiliz6 este artificio de notacién sélo
«cuando, como consecuencia de la prohibicién de la enseflanza
del Célculo, se vié obligado a no hablar de derivadas, y no qui-
so dejar de tratar estas cuestiones; pero sus discipulos tomaron.
el procedimiento, sin modificarlo en nada, y le dieron el nombre
del maestro, resultando asi, que a los alumnos se les ensefian
-cosas ya conocidas de Fermat, Lelbmz y Newton bajo el nom-
bre de Schellbach.

Para terminar, permitaseme agregar cémo van ganando te-
rreno nuestras tendencias de reforma en estas ‘cuestiones, no ya
sélo en Alemania, sino también en’ otros paises, particulartnente
-en Francia, lo que hace esperar que en decenios préximos lle-
guen a prevalecer en la ensefianza de la Matemdtica. Nues-
iro deseo es que los conceptos representados par los simbolos

y= f(x), dy fy dx, lleguen a ser familiares a los alumnos con

estas denommaczones, ¥ no como wna nueva disciplina abstracta,
.sino enlazados orgdnicamente dentro de la ensefianza total, a lo
cual puede llegarse ascendiendo poco .a poco, partiendo de los
ejemplos mds simples. Asi podria empezarse, p. ej., en la Ober-
tertia y Untersekunda (1) estudiando circunstanciadamente las
funciones y=ax +b (para valores determihados de a, b) e y=x«?,
representandolas sobre papel milimétrico, y haciendo, a la vista
de las curvas correspondientes, que vayan surgiendo los concep-
“tos de pendiente y 4rea, pero manteniéndose siempre en ejem-
plos concretos. En los grados superiores se puede ya éntonces
:sistematizar los conocimi'entos asi adquiridos, con lo cual se
consigue que los alumnos posean completaniente los principios
del Cdlculo infinitesimal. Lo esencial es hacer ver al discipulo
.que en todo esto no hay nada misterioso, sino cosas sencillas,
-que cualquiera puede comprender. .

La necesidad inaplazable de tales reformas se funda en que
afecta a+la formacidn de conceplos matemdiicos que hoy se utz_'li-
zan constantemente en las aplicaciones de la Matemdtica a todas
las ramas de la Ciencia y sin"las» cuales todos los estudios en la

(1) N. del T. Enseifianzas equivalentes a los dltimos cursos de nuestro
Bachillerato.
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ensefianza superior, y aun los més -sencillos de Fisica experi-
mental, quedarfan completamente en el aire. El lector que-desee
un estudio mas detenido sobre este asunto puede leer la obra de
Klein-Schimmack (citada en la pag. 3). '

Para completar estas consideraciones generales mediante
algo concreto vamos a tratar més en particular uno de los pun-

tos més importantes del Célculo infinitesimal, la serie de Taylor.
&

2, El Teorema de Taylor

Anélogamente a lo hecho antes al tratar de las series trigono-
métricas, nos apartaremos en nuestra exposicién de la usual en
los libros de texto, dando mds relieve a lo que para la préctica

“ tiene importancia, cual son las series finitas 'y una concepcidn
intuitiva de la materia por medio de representaciones grdficas.’
~ Asf toma todo un aspecto completamente elemental y ficilmen-

"te asimilable.
FArEx

g2
) Figura gy

La cuestién de que partimos es ésta: ¢ Podrd obienerse con
aproximacion suficiente una linea, y=1£(x), valiéndose de curvas
lo mds sencillas posible? Lo primero que se ocurre es sustituir la
curva en el entorno de un punto x=a por la recta langente en
este punto : : ‘

y=Ax+B,

como se hace en Fisica y en toda clase de aplicaciones cuando
en un desarrollo en serie se «desprecian» los términos que con-
tienen potencias superiores de la variable independiente (fig. 97).
Pero siguiendo esté mismo procedimiento, se pueden lograr me-
jores aproximaciones empleando pardbolas de 2.°, 3.°, ... orden :

y=A+Bx+Cx?  y=A+Bx+Cx?+Das, ...,
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o, hablando analiticamente, polinomios de grados superiores, los
cuales son sumamente convenientes, puesto que el. cdlculo de
sus valores resulta muy cémodo: Supondremos estas curvas de
tal . modo situadas que en el punto, x=a se adapien lo mds in-
timamente posible a la curva dada, es decir, que sean pardbolas
osculatrices. La pardbola cuadratica, -por *ejemplo, no sélo tiene
comtn con la curva la ordenada, sino también la primera y la
segunda derivada ; la pardbola cubica tiene, ademds, la misma
tercera derivada, etc. Un célculo sencillo da entonces como ex-
presion analitica de la' n-sima pardbola osculatriz:

y=f(a)+ fl—(a)(x——a)+ f’—'@(x - ) ... + ﬁ—(ﬁ) (x—a)", (n==1, 2; 3, ),

I 2! ' n!

y el segundo miembro de esta ecuacién est4d formado precisa-
.mente por los n+1 primeros términos del desarrollo de Tavlor.

‘Para estudiar el grado de aproximacion obtenido por medio
de las curvas representadas por estos polinomios, comenzaremos,.
como ya hicimos en las series trigonométricas, por una conside-
racion mds experimental, la de las figuras 98 y siguientes, que

' 1 1} ] II/", 4 g
] ! !
] i A t Y,
}
f A |
! ::—4-—--- 7
! - sy
~7 Ao 1|7 - |
! . |
{ "
. : ! u
7 1
; t | ¢ :
i ! : |
4 '," . Y
Wit 'y topting FE !
Figura o8 - Figura g9

representan las primeras pardbolas osculatrices de curvas sen-
cillas, dibujadas por Schimmack (1). Las cuatro primeras figuras
corresponden a las cuatro funciones siguientes, todas las cuales

(1) Cuatro de estas-figuras estan tomadas del trabajo de Schimmack

«Ueber die Gestaltung des mathematischen Unterrichts im Sinne der neueren
Reformideen», Leipzig, 1908. )
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tienen singular el punto x=-—1, con sus pardbolas osculatrices .
en el punto 0: ‘ '

*

1.84 1 . ’ x —_ Jc : - I » ' : ..
og-(l+2) .2 3 4
Ja '<1 )é- 145 x? 8 :
Al - - . ' 2 8 ’ " 16 e

3. Q421 =1— % + « — 4284 — ...
4» (U+z)2=1—- 22 + 32— 428+ — ...
Las pardbolas osculatrices sucesivas se aproximan en el in-

tervalo (—1, +1) a la curva original cada vez mds al crecer su
orden ; pero se encorvan de un modo notable a la derecha de

.

. 1
- e o e e i, iy S, e e o

;-//*lj 7 y://,,r -2
~ Figura 100 Figura IO!’

- x=+1, hacia arriba y hacia abajo, alternativamente. En el pun-

to singular, x=—1, en el que las ordenadas de las curvas ori-

ginales correspondientes a los casos 1.°, 2.° y 3.° son infinita-

wente grandes, las ordenadas de las pardbolas osculatrices suce-
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siyas toman wvalores cada ves mczyores ;s en.el segundo.caso; en el
cual la rama representada de la funcién original tiene un punto
de parada con tangente vertical en x=-—1,- las pardbolas oscu-
latrices se extienden mds all4 de este punto, pero puede decirse
que siguiendo aproximéndose a' la curva original, ya que las ra-
mas de dichas curvas tienen cada vez mayores pendientes, En él
punto x=+1, simétrico del x=-—1 respecto del eje y,.las para-
bolas osculatrices se aproximan cada vez m4s a las curvas origi-

. -
27 y-? T )

Figura 102

nales en los dos primeros casos; en el tercero, sus ordenadas
van siendo alternativamente iguales a 1 y 0, ‘en tanto que la de

! iginal adquiere el valor - ; y, por dlt 1
a curva original adquiere el valor — ;5 y, por ultimo, en e

cuarto caso, a medida que crece el orden de la pardbola oscula-
triz, su ordenada crece también, indefinidamente, tomando al-
ternativamente valores positivos y negativos.

Las figuras 102 y 103 contienen representaciones de las pa-
rdbolas osculatrices de dos funciones transcendenles enleras:

: . Lz a? a8
a x=1 : ' v
5. € ~+ 1 + o1 -+ ex +' )
: . x3 xf) x7
. T = — -+ — -
6 sen x 51 51 7 -+ RERE

pudiéndose observar en ellas que, al crecer el orden de las paré-
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bolas osculatrices, va aumentando la porcién de curva original
que practicamente puede representarse. con suficiente aproxima-
cién por aquellas pardbolas. Sobre todo se nota esto en el caso
de senx, en el cual parece como si las pardbolas se esforzasen
en seguir cada vez méas las dscilaciones de la sinusoide.

El trazado de curvas como éstas, en los casos sencillos, pue-
de ser muy conveniente en la ensefianza secundaria

Después de haber reunido este material de experiencia, pase- .
mos ya a la consideracidn matemdtica. Tenemos, primero, la cues-
tidn, de extraordinaria importancia practica, acerca de la exacti-

¥4

Figura 103

tud con que, en general, la n-sima pardbbla osculatriz representa

la curva original (evaluacion del resto en el valor de la ordenada),

y usiido a este problema, naturalmente,-el que deriva con el paso
“al valor finito de n, a saber: /Se puede representar o no exac-

tamente wna curva dada, o al menos un arco de ella, por una

serie- potencial ? ]

Nos limitaremos a indicar solamente el teorema de uso maés

corriente sobre el resto: '

(®—a)"!

T4 Z—=a)™ my
@t e e @ |

B.(0)= ) | fla) +
cuya deduccién puede hallarla el lector en todos los libros de
Analisis ; nosotros volveremos mas tarde sobre este punto cclo-
candonos entonces en un punto de vista general. El teorema dice
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que entre a y X extste un valor mtermedzo g, tal que R, estd dado
por la fm'mula
-Rn (z) =

(x— a)"

— "} (@<E<a)
n.

El problema del paso a la’serie infinita se reduce entonces
inmediatamente a ver si este resto, R,,(x), tiene limite nulo o no
al crecer n infinitamente. ' »

En los ejemplos puestos, se ve inmediatamente que las series |
correspondientes a las funciones 5.* y 6.* convergen para cual-
quier valor de x; en los cuatro primeros ejemplos, las se-
ries convergen hacia la funcién original deniro del intervalo
(-1, +1), pero son divergentes fuera de] mismo. Para x= -1,
en el caso 2.° hay convergencia hacia el valor de la funcién ; en

o
. i
i
Loz ’1
77
/7 o
S ! g
9 !
/ !
I:I l(
I |
il I
I ,
" Figura 104

los ejemplos 1.2, 8.° y 4.° el valor de.la serie se hace infinito lo_
mismo que el de la funcién, de modo que, en realidad, también
se podria decir que convergen ; pero no se acostumbre emplear
esta palabra aplicdndola a series que tienen un valor infinito.
Por dltimo, para x= 41 hay convergencia en los dos primeros
casos y divergencia en los dos tltimos. Todo esto se halla en
la méas bella armonfa, con lo que aparece en nuestras figuras.
Podemos ahora, también, como ya hicimos para las series trigo-
nométricas, investigar los valores limites a los cuales tienden las
pardbolas de aproximacidn tomadas como sucesidn de curvas,
las cuales no ‘pueden terminarse sibitamente en los puntos
x==1. En la figura 104 se ha representado esta curva limite,
correspondiente a log (1 +x) y se ve que-las pardbolas de orden
2
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. par y las de orden impar tienen posiciones limites distintas, di-
- bujadas con linea de puntos y de trazosen la figura, las cuales
bordean la curva logaritmica entre —1 y 41, y en x=+1 se
prolongan verticalmente, por arriba y por abajo, respectivamente.
_Cosa parecida ocurre en los otros tres casos.

La cohsideracién teérica de la. serie de Taylor se completa
totalmente con el paso al cdmpo complejo, pues sbélo entonces se
puede comprender la repentina desaparicion de la convergencia
de la serie potencial en puntos completamente regulares de 12
funcién. En nuestros cuatro ejemplos, realmente puede explicar-
se el fenémeno en el punto x= +1 diciendo que una serie no
puede converger a la derecha més que a la izquierda, y por la
izquierda tiene que desaparecer la convergencia en el punto
x=+1, por la singularidad de éste. Pero tal explicacién no
puede ya aplicarse en el siguiente caso: Sea la funcidn
y=arctgx; su desarrollo en serie de Taylor, correspondiente a
una rama de la funcién, regular para todos los valores reales de"
%, €82 " : " ‘xf‘ Lo

. carctgr =0 — ——F —— = +

5 5 veny

que solo converge en el intervalo (=1, +1), y las parébolas
osculatrices convergen alternativamente hacia dos posiciones
limites (fig. 105). La primera se compone de las porciones re-
presentadas en la figura por los trozos de linea’ de trazos -grue-
sos de las verticales x=+1, x=-1y la parte,de‘lin”ea confundi-
. da con la de arctgx comprendida entre aquellos puntos. La se-
gunda posicién limite es la representada por linea de puntos, de
formacién an4loga a la de la primera. Las pardbolas osculatrices
resultantes de tomar un nimero impar de términos del desarro-
llo en serie tienden a la primera linea limite, y las correspondien-
tes a un numero par de términos tienden a la segunda. La linea

3 5 S
de trazos finos de la figura es la y=x— 33—4-—?’;—_— y la de puntos

o a8 e L. .
finos la y=x—-—. La subita desaparicién de la convergencia

¢

en ‘los' puntos, absolutamente regulares, x=+1, resulta com-
pletamente incomprensible limitdndonos al campo real. La ex-
plicacién sdlo puede hallarse en el importantisimo teorema del
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circulo de convergencia, la més hermosa de las contribuciones
de Cauchy a la teoria de las funciones de variable compleja,
que puede ser enunciado asi: Sefialados en el plano complejo
todos los puntos singulares de una funcion analitica.y=f(x),
si se trata de una funcidn uniforme, y en la superficic de Rie-
mann relativa a f(x) en el caso contrario, la serie de Taylor

rsneeer

t
i
i
[

'Yz <

wans usoe | oresmsnvrnnis

Figura 105 °
v

I/

© relativa a un punto regular, x=a conf'vevfge en el interior de la
‘mayor circunferencia de ceniro a frasada en la hoja correspon-
diente de la superficie de Riemann, que no contenga en su interior
ningtn punio singular (tal, pues, que pertenecerd a la circunfe-
" rencia uno, al menos, de los puntos singulares) y la serie no
converge en ningin otro punto exterior a dicho circulo (fig. 106).

En el ejemplo citado del arctg x, es sabido que hay dos pun-
tos singulares, x==1, y el circulo decon’vergenéia del des-
arrollo en serie es, por consiguiente, el circulo de radio unidad
y centro x=0; la convergencia desaparece, por lo tanto, a partir
de x==1, puesto que fuera del segmento comprendido entre
estos puntos ¢l eje real no contiene nmgun punto del circulo de
convergencia (fig. 107).

Por ditimo, en lo que concierne a la convergencia de la serie
sobre- la misma circunferencia unidad, hemos de limitarnos en
esta_pcasién a una indicacién que viene a enlazarse con la ya
mencionada conexidn entre las series potenciales. y trigonoméiri~
cas; tal convergencia depende de que la parte real y la imagina-
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ria de la funcién puedan o ng ser desarrolladas en series trigono-
métricas convergentes sobre dicha circunferencia con las singu-
laridades que necesariamente debe contener.’

X

Figura 106 Figura 107

Para hacer ver lo fértil del teorema de. Taylor vamos a decir
algo acerca de sus relaciones con los problemas de la interpola-~
cion y del Calculo de diferencias. También en la teoria de la inter-
polacién se estudia el problema de sustituir aproximadamente
una curva dada por una pardbola; pero en lugar de lograr esta
-aproximacién en un punto, como anteriormente, tiene la pardbola -

a £ had
Figura 108

que cortar a la curva en un mimero de puntos dados de ante-
‘mano; y la cuestibn que se presenta entonces es ver hasta qué
punto esta pardbola de interpolacion da aproximacién suficiente.
En el caso méas sencillo supone esto, pues, haber sustituido la
curva no ya por la tangente, sino por una secante (fig. 108);
analogamente se puede continuar con la pardbola cuadratica que -
pasa por tres puntos dados de la curva, la ctbica que pasa por
cuatro, y asi sucesivamente.
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Este modo de resolver el problema de la interpolacién es ab-
solutamente natural.y de él se hace constante aplicacidén, por
ejemplo, en. el uso de las tablas logaritmicas numéricas ; pues lo
que alli se hace equivale a suponer que la curva logaritmica es
recta entre cada dos valores sucesivos dados por las tablas, y se
interpola «linealmente» con gran facilidad, utilizando las «tabli-
tas de diferencias» que figuran en aquéllas ; cuando'esto no da
bastante aproximacién, se aplica la interpolacién cuadratica.

La determinacién de las pardbolas osculatrices en el teorema
de Taylor es solamente un caso particular de este problema gene-
ral; es el caso en que aquellas intérsecciones de las pardbolas de

fﬁg

2

Figura tog

“interpolacién. se confunden en un solo punto. Claro es que al sus-
' tituir la curva por estas pardbolas osculatrices, no se puede ya

hablar de «interpolacién» en sentido estricto, pero también se

considera siempre la extrapolacion incluida en el problema de la

interpolacion ; asi, por ejemplo: la secante, no sélo se compara -
con la curva en la porcidbn comprendida entre sus puntos de

intersecciéri sino también fuera. Por esta razén parece mds apro-

plado denominar todo el procedimiento con la palabra més com-

prensiva de apfroxzmaczon

Vamos ahora a indicar las férmulas m4s importantes de inter- ‘

polacxén. Determinaremos primeramente la pardbola de orden

n—1 que corta a la curva representativa de la funcién en » pun-
t0s 4y, @, 44, ..., dados arbltranamente,. es decir, tal que

sus ordenadas en- estos puntos son, respectivamente, iguales a

f(a,), fay), f(ay), ... Este problema est4 resuelto, segtin es sabi--
do, por la formula de interpolacidn de Lagrange:

y= (@—a) (2—as) ... (T—a,) flay

(a—ay) (@—ag) ... (ay—a,) (n:?—al\('x2 ag) .. ds—1, )

(m-—a,) (x—ag) ... (x—a,,)

2)+ * [1]
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‘que en total contiene n tefmmos con los factores f(a,), f(a;), «vey
flaw), vy en los numeradores faltan sucesivamente los factores
X—a,, X—4ay, .., ¥—a,. La exactitud de esta férmula puede
«comp-fobarse inmediatamente ; se observa de una parte, que cada
término de y, y, por lo tanto, y mismo, es un polinomio de grado
n—1 en x; y, después que para x=a, se anulan todas las frac-
ciones desde la segunda en adelante, quedando reducida la pri-
mera a la unidad y siendo, en consecuencia, y=f(a,) ; analoga-
mente, poniendo x=a, se reconoce que es y=f(a,); etc. .

- De esta férmula se deduce, como caso particular, la designada
ordinariamente como férmula de Newton, y es la que corresponde
al caso de ser equidistantes de las abscisas dadas (fig. 110). Re-

).

Figura 110

sulta, entonces, mds ventajoso utilizar la notacion del Calculo
de diferencias, como vamos a hacer ahora. S

Sea Ax unincremento cualquiera dado a x, y representemos
por Af(x) el mcremento correspondiente que experimenta f(x),
de modo que:

oo+ &)= () + Af().

El incremento Af(x) es, a su vez, una funcién de x, que, al
mcrementar x en Ax, experimenta un incremento determinado
que Hamaremos «incremento segundo» o «diferencia segudan y
se representa por AZf(x):

A+ Ax) = Af(w) +'A%(x),
y asi siguiendo, podemos escribir :

Azf(x +Ax)=A*f(x) + A%f(x), etc.

Estas notaciones son exactamente las mismas del Céilculo di-
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ferencial, solamente que aqui se trata de cantidades finitas de-
terminadas y no se hace intervenir el paso al limite.

De estas definiciones sobre las diferencias, se sigue inmediata.’
mente que los valores de la funcidn f en puntos suceswamente
egquidistantes son :

fle + Ax)=f(x)+ A f{x)
fle+202)=f(x + Ax)+Af(x+Ax
=f@)+2Af(®)+A2f(x). ;
Fla+3An)=f(z+2Ax)+Af(z+2Az) 4 [2l
- =f(@)+3Af(x)+3 A% f(2)+A%f(x) ,
‘f(w+4Ax) F@)+4 Af(@)+6 A% f(x)+4 A2 fz)+ AL f ().

.....................................................

De este modo sencillo se expresan los valores de la funcién en
los diferentes puntos equidistantes en funcién de las diferencias
sucesivas relativas .al primer punto x, entrando como factores
los coeficientes bindmicos.

Vemos, pues, que la fdrmula de Newton da para la ﬁambo-
la de interpolacion de orden n—1, relativa a los n punios equi-
~distantes situados en el eje de absczsas : '

a,=a, a2=a'_+-Ax, ey a—-a+(n 1)Ax

la que, por consiguiente, tiene en ellos las mismas ordenadas que
la funcién, f(x), la ecuacién :

(x—a) Af(@)  (z—a)(®x—a— Ax) A2 f(a) |

Y= T T + 21 @ap -
n (x—a) (x_al_Ax)‘ ...‘(x—a—(n—2)Ax) A1 f(a)
(n — 1! (A z)"1

En efecto, el segundo miembro es un polinomio de grado
n—1 en x; ademé4s se reduce a f(a) para x=a, y para x=a+Ax
'se anulan todos los términos desde el tercero en adelante, que-
dando y=f(a)+Af(a), lo que, segtn [2], es precisamente
fla+Ax), v asi sucesivamente. El cuadro [2] prueba que el poli-
momio toma en todos los n puntos precisamente los walores co-
rrespondientes de la funcion y=f(x). ’
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Cuando se quiere aplicar una de estas férmulas de interpola-
cién con ventaja real y positiva, es preciso cerciorarse previa-
mente de la exactitud con que representa la funcién f(x), es-de-
cir, hay que conocer una evaluacion del resto. Esta fué dada por
Cauchy en 1840 (1), y vamos a ver el modo de deducirla. Sea x
‘un valor cualquiera, comprendido entre los a,, a,, a;, ..., 4, (nos
fijaremos en la formula general de Lagrange) o fuera de ellos
(inter o extrapolacién); designando por P(x) la ordenada de la
parabola de interpolacién de orden n—1, dada por la formula
de Lagrange, y por R(x) el resto, es:

f(x):P(x)‘+,R(x)- (4]
Segtin la definicién de P(x), tiene que anularse R(x) parak
los va101es x=d,, Aoy veey Qg luego podemos escr1b11
R@) = (x — all(w _:2') - @—a,) ) (x),

poniendo por razén de corhodidad el divisor n!; procediendo en
forma anéloga a la que conduce a la determinacién del término
’complementario de la férmula de Taylor, se ve que- ¢ (x) es '
ignal al valor de la derivada n—sima de f(x) en un punto &
comprendido entre los a,, a,, ..., a,. Esta propiedad de' que la di-
ferencia entre f(x) y el pohmomo de grado n—1 dependa del con-
junto de todos los valores de la' funcién /™ (x) no sorprende,
sino que parece muy natural, observando que f(x) es igual a
aquel polinomio en el caso de  ser idénticamente nulo’ f™ (x).

En cuanto a la demostracidon de esta formula del resto, se
logra por el siguiente artificio : Se forma la funcién de la nueva
varlable g

F(Z/“f(z) P(/)

(z—ay) (2= ay) "'(f?—an)ﬂl)(w),
‘n !/

donde, por tanto, se considéra como pardmetro la variable x que
interviene en ¢(x). Ahora bien, por deflnlclon es:

(a1)=.f(a1)) P(az)—_,—f(az)r . P(an) f(an))

(1) Comptes Rendus, X1, pags, 775-789, Oeuvres, gerleI temo 1, Pa—,
ris, 1885, pags. -409-424,
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luego serd:

F(a)=F(a,)=...=F(a,)=0.

Ademiés es también F(x)=0 puesto que para s=x el Gltimo su-
mando se transforma en R(x) y el segundo miembro se anula
segtn [4]. Se conoce, pues, n+1 ceros de F(s), los ‘z=a,
Ay .y 4n y aplicando una forma generalizada del teorema del
“valor ‘medio (que se deduce por reiteraciéon del teorema ordi-
nario pag. 318 y puede enunciarse asi: Si una funcion conlinua
y sus' n—1 primeras derivadds se anulan todas en n+1 puntos,
su derivada n—sima se anula en un punto, por lo menos del
intervalo que contiene todos aquellos ceros. Por lo tanto, siem-
pre que f(x) y, por consiguiente, también F(3), tenga n deriva-
das continuas, existe un punto &, entre los extremos de los valo-
TES ay, d,, ..., 4, X tal que ‘

F(§)=0;

a{hora bien, es: ' o
. " Ffm (.Z) —_ f(’n) (Z) - (})(x}’
puesto que el polyinomio P(z) de grado n—1 tiene nula la deri-
~vada de orden n y del tltimo sumando sélo el término de mayor
grado —l—' 5*. ¢(x) tiene derivada de orden n no nula ; luego ser4,.
. n . .

finalmente :

F®OE)=1"®—$@, obien: @ =7"E),

que era precisamente lo que queriamos demostrar. ; \
Segtin esto, podremos escribir asi la fdrmula de interpolacion
de Newton con su resto o término complementario :

xz—a A f(a) (m—a)\(x—a——Ax) A2 f(a) '

fx) = f(a) + 1! Az 21 @Ax)z
Cx—a) ... [x—a—n~-2)Ax] A"V f(a) -
+ D V) B (A + i
;{_ (n-—~a‘) Ve e (w—"a_(n"“l) A{l’] f()])(E),

n! ‘
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siendo. & un valor comprendido- en el intervalo que contiene los
n+1 puntos a, a+Ax, d+2Ax, ..., a+(n—1) Ax, x. Esta férmula
es realmente indispensable parda las aplicaciones. Ya antes nos
hemos referido a.la interpolacion lineal en el uso-de las tablas
logaritmicas; para f(x)=logx y n=2 se deduce de la [5]:

log o = log g+ 2 =2 Aloga (x+a) (x—a—Ax) M
g g TRY — B
(pues es d———-—Ing:—-—ﬂ—[—, representando por M el médulo del sis-
: daz? x? -

tema de logaritmos) ; y tenemos asi una expresién del error co-
metido en la interpolacién lineal entre los dos logaritmos, de a
y a+x, tomados de las tablas. El signo de este error es distin- -
to seglin que % esté comprendido entre a y d+Aa, o no. Esta
férmula debiera ser conocida por cuantos hacen uso de las ta
blas logaritmicas. : )
No podemos entrar.aquf en mdés detalles acerca de las apli-
caciones de este Ciélculo de diferencias; y nos vamos a eon-
eretar a sefialar la gran analogia entre la jormula de znterpola-
cion de Newton vy la formula de Taylor. Esta analogia tiene un
fundamente real: Se puede deducir de un modo sencillisimo,
pero absolutamente viguroso, de la férmula de Newlon la de .
Taylor con su término complementario; del mismo modo que to-
mando limites se pasa de las' pardbolas de interpolacién a las
‘osculatrices. Y, en efecto, si se hace tender Ax hacia cero, dejan-
do fijos x, a y n, supuesto que f(x) sea derivable n veces, los n—1
cocientes de diferencias que figuran en la férmula [5] se trans-
forman en las derxvadas respectivas : ' '

”‘“’_f"m,-.

lim - =f(a), lim
2= 0 Aac z=0
en el Ultimo término del segundo miembro, al ir decreciendo Ax,
va tomando £ diferentes valores ; pero como todos los demés tér-
minos de este, segundo miembro tienen limites determinados y
el primer miembro conserva durante todo el proceso del paso al
limite el valor f(x), todos estos valores f™ (£) deben tender a.
un valor determinado, el cual ‘por razén de la continuidad de



(%) es el valor de esta funcién en un punto situado entre a y %;
designindolo por’la misma letra & ser4, pues:.

. x—a., (x_a)ngl m—p
@) = 1@+ 52 @) e 1 )

(x a)”

f(n) (E .

(a <E<uz) .

«con lo cual queda demostrado completamente la formula de Tay-
lor con su resto complementario, y al misma tiempo incluida de
un modo muy elegante en la teoria general de la interpolacion. .
Esta deduccién del teorema de Taylor, que revela su gran re-"
lacién con cuestiones muy sencillas, y en la que se realiza el paso
al limite de un modo sumamente s1mp1e, me. parece la mejor posi-
ble. Pero no todos los matematicos que estan familiarizados con -
estas consideraciones (las cuales son ‘frecuentemente desconoci-
«as, y sobre todo, probablemente, entre los autores de libros ele-
mentales de texto) piensan asi ; estdn acostumbrados a mirar con
prejuicio adverso todo paso al limite, y prefieren, por ello, una
demostracién directa del teorema a este enlace con el Célculo de
diferencias. _ ' '
Es de notar, sin embargo, en esta ocasién, que ¢l origen his-
torico del descubrimiento de la férmula de Taylor fué realmente
el Cdléulo de diferencias. Ya hemos mencionado que Brock Tay-
lor fué el que expuso primero la férmula que lleva su nombre en
su obra Methodus incrementorum (1) deduciendo primero la fér-
mula de Newton, naturalmente sin el resto, v haciendo después
fjue As tienda hacia cero al mismo tiempo que n crece infinitamen-
te ; de este modo, obtiene rigurosamente de los primeros térmi-
nos de aguélla-los primeros_ términos de su nueva serie : \
a df(a) - (x—a)? d*f(a) o

, o —
f(x)ff(a):l- 1 ia -+ 31 da? sy

pareciéndole, sin duda, evidente la continuacién indefinida de I2
misma ley, sin entrar para nada en la consideracién del resto, o
en consideraciones acerca de la convergencia de la serie asi for-
mada. Ahora bien, en este proceso se efecttia un paso al limite

(1) Londini, 1715, pags. 21-23.
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de una audacia exirapordinaria. En los primeros términos, en los
cuales, aparecen x —a— A%, x—a—2Ax, ...; no hay ninguna di-.
ficultad, puesto que siendo im Ax=0, estos multiplos finitos de
Ax también se anulan, naturalmente ; pero siguiendo més adelan-
te, al crecer m aparecen términds que contienen los factores
% —a—kAx, donde k crece también m4s all4 de todo limite, y no
es licito ya, sin un examen detenido, tratar estos términos como
los primeros y deducir asf que el desarrollo limitado se transfor-
' .me en una serie Convergente

. Taylor operaba, por lo tanto, en el fondo, 'con cantidades in-
finitamente pequefias (diferenciales) de igual manera, sin duda,
que lo hacfan los leibnizianos. Es interesante sefialar que a pe-
sar de ser muy joven Taylor al hacer su descubrimiento, pues
* s6lo contaba 29 afios, y no obstante hallarse bajo la influen-
' cia de la propia persona de Newton, se aparté del método de 1i-
mites de éste, y gracias a tal circunstancia, indudablemente, llegé
a un descubrlmiento de la mayor transcendencia en el campo
del Anélisis. ’

Una excelente exposmlon critica de todo el proceso histérico
de-este teorema puede hallarla el lector en el trabajo de Alfredo
Pringsheim : «Zur Geschichte des Taylorschen Lehrsatzesn (1).

Para terminar este asunto vamos a decir algo acerca de la
distincion corriente entre las series de Taylor y de Maclaurin.
Como es sabido, aparece en casi todos los libros el caso par-~
ticular de la serie de Taylor correspondiente a ser a=0: '

] x x% L, .
f(x)=f(0)+—1-!-f(0)+§f (0? cee

tratado independientemente como serie de Maclaurin, y podria.
alguien pensar que la distincién entre las dos series fuese algd
muy importante. A poco que se conozca la cuestién se sabe que
no hay ningin motivo mateméatico para tal distincién ; pero es me-
nos conocido que desde el punio de wista histérico esta se~
paracion carece de sentido. La prioridad pertenece, indiscutible>
mente, a Taylor con su teorema general deducido del modo

antes mdlcado - pero hay maés, el propio Taylor hace notar en un

1) Blbllotheca mathematlca serie T11, tomo I (1900), p4g. 433-479.
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pasaje posterior de su libro (pég. 27) la forma particular de la
serie cuando a=0, y observa que puede establecerse -directa.-
merite con auxilio del método que hoy Ha,mam’bs de los coefi-
cientes indeterminados ; y esta deduccién es la que llevé a cabo
Maclaurin en el afio 1742, en su obra ya citada (pag. 464) Trea-
tise of fluxions (1) nombrando expresamente a Taylor y sin pre
tender en lo mas minimo exponer con ello nada nuevo. Pero la
cita ha pasado inadvertida probablemente, y al autor de este li-
bro se le considera como autor del teorema, error que se produ-
ce con mucha frecuencia. S6lo m4s tarde se volvié de nuevo la
“atencién a Taylor y, por lo menos, se dié su nombre a la forma
general ‘del teorema. Es muy dificil, cuando no imposible, luchar
contra estos absurdos ciiando estdn tan sélidamente arraigados ;
pero siempre cabe propagar la verdad, siquiera en el pequefio,
circulo de las personas que se interesan por las cuestiones his-
téricas.

N

3. Consideraciones histéricas y pedagégicas acerca del
i ‘ Calculo mﬁmfemmcl

Observemgs, primeramente, que el lazo establecido por Tay-
lor entre €l Céalculo de diferencias y el de derivadas ha sido
mantenido por largo tiempo. Todavia en los desarrollos analiti-
cos de Euler van siempre emparejadas estas dos disciplinas y
las férmulas del Célculo diferencial aparecen como casos limites
de relaciones completamente elementales del Célculo de dife-
rencias. Este enlace tan natural desaparecno con las definicio-
nes puramente formales del Célculo de derivadas de Lagrange
al que repetidamente nos hemos referido, y asi puede veérse en
una obra de carédcter enciclopédico en la materia, de fines del
siglo‘ XvIiI, escrita bajo la.influencia de las ideas de Lagrange, y
que abarcaba todos los resultados entonces conocidos del Calcu-
lo infinitesimal, el Traité du calcul différentiel et du calcul
integral, de Lacroix. Como muestra caracteristica de esta obra,
véase la definicién que en ella se da de la derivada (tomo I,
pag. 145) : Una funcién, f(x), estd definida por_una serie’ poten-

(1) Edinburgh, 1748, vol. 1i, pag. 610.
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cial ; transforméndola con aux1ho del binomio de Newton se llega :
a la relacién :

Flo+1) = 1(@) + @)+ L 1) 4

pues bien, Lacroix designaba sencillamente por df(x) el térmi-
no de ‘esta serie lineal en h, escribia dx en lugar de h, y tomaba

" como derivada, o cociente d1ferenc1al 0,.como é1 dice, coefwwn—

te diferencial :

af (x) ,
e = f{x).
Aparece asi esta férmula-de un modo: completamente extra-
flo, al cual no puede asociarse concepto alguno. Mirada en
 esta forma la cuestién, naturalmente, no podia yva Lacroix tomar

el Célculo de diferencias como punto de partida ; pero le parecia,
sin embargo, de tanta importancia para la préctica que no podia-
ser suprimido, y més adelante, en el tomo III de su obra, figura
una exposicién completamente independiente y muy circunstan-
ciada, pero sin que pueda verse el cammo que de@de ella con-
duzca al Célculo diferencial.

Este Lacroix «grande» tiene sefialada importar’i@i‘a histérica
como manantial de muchas obras de Cdlculo infinitesimal que apa-
recieron en el siglo Xix : de las cuales es de citar en primer térmi-
no, el mas conocido como libro de Lacroix, el llamado Lacroix
«pequedion (1). v \

Desde el afio 20 del siglo pasado aparecen influidos . estos
tratados de Calculo no sélo por Lacroix, sino también por el mé-
“todo de los limites que predomina en las obras dé Cauchy. Apa-
recen en primer término una serie‘de tratados franceses, desti:
nados en su mayorfa, como Cours d'analyse de I'Ecole polytech-
nigue, para la ensefianza en esta Escuela. En ellos estin basa-
dos también, directa o indirectamente, los libros alemanes, con la
sola: excepcidn, quizd, del de Schlomilch. De este gran nimero
de libros s6lo he de mencionar el de Serret, «Cours de calcul di-
fférentiel et intégraln, publicado en Parfs en 1869 y traducido en

(1): Traité élémentaire du calcul differentiel et integral ; dos tomos. Pa-
ris, 1797.
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1884 al aleman por A..Harnack, que constituye desde entonces
una de las obras mds extendidas para la ensefianza del Célculo
en Alemania. Como consecuencia de sucesivas refundiciones de
autores distintos, aparecian en las ediciones alemanas algunas
desigualdades, que se han hecho desaparecer en las ediciones
posteriores a 1906 (1) cuidadosamente revisadas por G. Scheffers,
de Charlottenburg, que ha devuelto a la obra la unidad perdida.
Con gusto citamos por ultimo un libro francés en tres tomos, el
«Cours d'analyse mathématiquen de Goursat (2), el cual en mu-
chas cuestiones es mucho mas completo que el Serret y contie-
na también, en particular, una gran serie de teorfas y desarro-
llos completamente modernos ; ademds est4 escrito en forma que
~hace agradable su lectura. .
 En todos estos llb;-os modernos vuelven a referirse los con-
ceptos de diferencial e integral al de limite ; pero generalmente
. no se hace mencién del cdlculo de dviferencia's ni de la interpola-
. ¢i0n; se quiere ahora ver las cosas apurando el detalle, pero ello '
implica, como en el microscopio, una considerable reduccién del
campo de vista, Asf, ahora se relega ordinariamente el Célculo
.de diferencias como propio exclusivamente de los calculadores
prdcticos que tienen necesidad de aplicarlo, y en particular de los . .
astrénomos, y el matemético suele no tener conocimiento alguno
del mismo, cosa que es de esperar cambie (3).

Para terminar lo que se refiere al Calculo infinitesimal, sefia-
lemos tinicamente cuatro puntos que distinguen nuestro criterio
del corriente en los libros usuales: '

1° Exposicidn intuitiva de consideraciones abstractas por
medio de representaciones grdficas (curvas de aproximacién en
las series de Fourier y de Taylor). '

2.° Hacer resaltar.el enlace entre las teorias proximas, como
con el Célculo de diferencias y el de interpolacidn y, por ultimo,
también con las investigaciones de los filésofos.

(1) Serret-Scheffers: Lehrbuch der Difierential-und. Integralrechnung,
tomo I, 6.2 ed. Leipzig, 1915; t mo II, 6.2.7. ed. 1921 ; tomo III, 5.2 ed.
1914.

(2) ‘Parfs, 1902-1907 ; tomo 1, 3.* ed. 1917 ; tomo 11, 3.% ed. 1918 tomo
111, 2.2 ed. 1915.

(3) Merecen ser lefdos: Markoff, Differenzenrechnung, Leipzig, 1896,
'y Norlund, Vorlesungen uber thferenzemechnung, Lelpag, 1924
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3.° - Dar importancia a la evolucwn histérica de los coONoct-
mientos cientificos, :

»

4.° Presentacion de algumos ejemplos de libros _populdves
para caracterizar la diferencia entre los conceptos del gran pi-

blico, influidos por tales obras, y los de los matemdticos profe-
sionales. -

A mi me parece de extraordlnarla importancia que todo ello
sea conocido de los aspirantes al magisterio secundario ; pues al
llegar a la practica de la ensefianza tropezarén ‘con que los con-
ceptos de los alumnos son aquellos vulgares, y si no conocen
bien los Elementos intuitivos de la Matemética asf como las re-
laciones vivas entre las distintas ramas de ésta y entre ella y
las demés ciencias, y, sobre todo, 91 no conocen el desarrollo
histérico, les fallard siempre el terreno en ‘que pisen, y una de
dos: volveran su atencién al campo de la Matemética pura.mds

‘moderna y no seran entendidos por sus discipulos, o sucumbiran-
en la lucha, olvidando cuanto aprendieron en los cursos supetio-
res y cayendo en la rutina de siempre. Precisamente en el campo
del Célculo infinitesimal es donde la discontinuidad en la ense-
fianza alcanza un grado m4ximo, como repetidamente hemos di-
cho; yo confio que estas lecciones contribuirdn a hacer desapa-
recer esa discontinuidad ;y serdn ftiles a los futuros profesores

“en la practica de la ensefianza.

Con esto terminamos realmente nuestras lecciones’ sobre Ana-
lisis y vamos, a modo .de apéndice, a ‘hablar algo acerca de al-
‘gunas Teorias de la. Matemdtica moderna, a las que incidental--

~mente nos hemos referido ya antes, y sobre las ‘que conviene
que todos los profesores estén regularmente orientados.



