
TERCERA PARTE

ANALISIS

Vamos a ocuparnos ahora de algunos capitules importantes
del Análisis considerados desde nuestro punto de vista y análo­
gamente a lo que hemos hecho con la Aritmética y el Algebra.
Lo más importante será hablar de las llamadas [unciones trans­
cendentes elementales, que ya en' la enseñanza secundaria des­
empeñan un gran papel. y son: la exponencial, la logamimica
y las trigonométricas. Comenzaremos por las dos primeras.

1. EL LOGARITMO Y LA FUNCION EXPONENCIAL

Ante todo vamos a recordar brevemente la marcha que se si­
gue en la enseñanza elemental y la generalización que después
se hace en el llamado Análisis algebraico.

1. Sistemática del Análisis algebraico

Se parte aquí de la potencia a= be y se procede a su gene-.
ralización, pasando sucesivamente del exponente naiural e al
entero negativo, de éste al fraccionario y finalmente, con ciertas
restricciones, al irracional; con lo cual el concepto de raíz; queda
unido al concepto general de potencia: Sin entrar en pormenores
sobre la potencia, recordemos solamente la regla de la multipli-. ,
cacwn:

la cual reduce la multi'plicación dedos números a la adición de
exponentes. La posibilidad de tal reducción, que como se sabe es
el fundamento del cálculo logarítmico, hállase basada forrnalmen-
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te en la coincidencia de, las leyes formales de la multiplicación r
de la adición, ya que una y otra son conmutativas y asociativas

La operación inversa de la potenciación nos da el logaritmo:
Se dice que el número e es el logaritono de a en el sistema de
base b:

De esta definición se desprenden ya una serie de dificultades'
intrínsecas sobre las cuales suele pasarse de largo, sin pretender
superarlas, por cuya razón vamos a detenernos en su examen
para desvanecerlas completamente.

Para ello, será más cómodo considerar a y e, cuya depen­
dencia mutua queremos investigar, como variables, introducien­
do para representarlas los símbolos corrientes X e y, con lo cual
nuestras ecuaciones fundamentales serán :,

Supondremos que b es siempre positivo; pues si fuese nega~

tivo, para valores enteros de y tomaría x valores alternativamen­
te positivos y negativos, y para valores fraccionarios de y valores
en general imaginarios y el coniueito de estos pares de valores de '
x e y, no podrían formar una rama continua de curva. Aun supo-. ,.
niendo b:>O, es preciso establecer, aunque no se diga ex-presa-

-menie, algún convenio; pues para un valor fraccionario de y"'" m. ',',' 'n '

(donde m y n son primos entre sí) es sabido que x= b n se defi-
"- . ,

ne como ,¡ bim y estas' raíces tienen n valores, y aun limitándo-
nos a los números reales, para el caso de n par habría dos sialo­
res, El convenio a que nos referimos es que se tomará siempre
para valor de x lá raí;;:; positiva, que suele llamarse determinación
aritmética o valor principal de la raíz:

El alcance y las ventajas de este convenio se ponen en eVI­
dencia acudiendo a la curva logarítmica, representación gráfica
de y=logx (fig. 50); .

Cuando y recorre el conjunto denso en todas partes de los
números racionales, los valores principales de x forman un con-
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junto de puntos, denso en todas partes, sobre la curva. Si, ade­
más, marcásemos los valores negativos de x, correspondientes a
denominadores pares de y obtendríamos un conjunto de puntos
siempre denso en todas partes, pero que se podría calificar de
semidenso con respecto al anterior, y situado en la curva simé­
trica de aquella respecto del eje de las y, representada por la
ecuación y = log ( -x). A primera vista, no se percibe la razón
de por qué cuando se admite toda clase de valores reales, inclu­
so los irracionales, los valores principales de x, formen una curva
-continua absolutamente regular, y si ocurre lo mismo,o la razón

Figura 50

de que no ocurra, con los valores negativos de x. Más adelante
veremos que esto sólo puede comprenderse recurriendo a con­
ceptos de la teoría de funciones que no caben en' la enseñanza
elemental, por 10 cual se renuncia en ella a la explicación total
de la cuestión, conformándose' de ordinario con establecer el
convenio autoritario, que al alumno le parece natural, de supo­
ner siempre b,:>O y no tener en cuenta más que los 'Valores prin­
-cipales positi'Vos,siendo inadmisible todo lo demás i basándose en
esto se establece en seguida el teorema de que el logaritmo es
una función uniforme definida sólo para argumentos positi'Vos.

Se ha desarrollado y extendido mucho el conocimiento de los'
logaritmos, hasta el punto de que los alumnos manejan ya las
tablas de logaritmos y de ellas se sirven parael cálculo práctico;
,pero todavía hay establecimientos de enseñanza (en mi tiempo



- 216-

era esto lo ordinario) en que apenas se dice nada de cómo, se
construyen tales tablas. No podemos menos de condenar este he­
cho inspirado en el más bajo utilitarismo y contrario a todo prin­
cipio de elevada pedagogía. Felizmente, hoy ya en casi todas
partes se habla del. cálc'UAlo logarítmico y para servir a este fin en
muchas escuelas se trata la teoría de los logaritmos naturales y
de los desarrollos en serie.

En -Io que respecta a la primera, la base del sistema de loga­
ritmos naturales o neperianos es, como se sabe:

e =lim (1 + -l)n_ 2,7182818 ...
n= 00 17.

En la mayor parte de los libros, 'siguiendo un patrón francés,
se pone esta definición del número e, sin justificación ni expli­
cación alguna, como base de la teoría, con lo cual se omite
precisamente lo más característico y necesa-rio para la mejor in­
teligencia de la cuestión: la razón de por qué se emplea este no­
table valor límite como base, y por qué se les llama naturales a los
logaritmos así obtenidos.

Con la misma falta de justificación aparece frecuentemente el
desarrollo potencial; se escribe sencillamente:

log (1 +x) = ao +al x+ a2x 2 + .,. ;

y Se calculan los coeficientes ao' al' a2 , '" utilizando las conoci­
das propiedades del logaritmo y se hace ver la convergencia de
esta serie para todos los valores de x tales que I!X! <1. Con esta
manera de proceder queda completamente en .el aire por qué una
funciOn determinada de modo tan arbitrario como el logaritmo,
según la definición dada en la enseñanza secundaria, puede ser
désarrollada en serie de potencias. .

2.. Desarrollo histórico de la Teoría

Vamos a buscar, ahora, todas las conexiones íntimas' que aquí
.echamos de menos y a ver las razones fundamentales que expli­
can el por qué aquellas definiciones aparentemente arbitrarias
tienen que conducir a resultados lógicos' y, satisfactorios. Breve-
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mente dicho: si Sí! qu.iere comprender bien en toda su extensión la'
teoría de los logaritmos, lo mejor es examinar a grandes rasgos­
su desarrollo histórico; veremos así que lejos de corresponder a
[o que indica la marcha antes apuntada, seguida en la enseñan-o
za, parece como si éste fuese una proyección tomada desde un
punto de vista inconveniente.

Aparece en primer término en este proceso histórico, en el'
siglo :XVI, un matemático alemán, el suavo M:iguel Stifel que pu-­
blicó en Nurembergsu Aruhmetica íntegra el año 1?44; por con-­
siguiente en los primeros tiempos del Algebra actual, up año'
antes de que Cardano publicase también, en Nuremberg, su obra
ya mencionada.

En esta obra, que como la mayor parte de las que más ade-­
lantese 'irán citando, puede verse en la completísima Biblioteca
de la Universidad de Gotinga, se encuentra por primera vez
el cálculo con potencias de exponente racional cualquiera y, en
particular, la regla de la multiplicación. Stifel da también (pá~·

gina 250) la primera tabla de logaritmos que existe, siquiera
sea muy rudimentaria; contiene solamente los números ente-o
ros desde -3 hasta 6, como 'exponentes, colocados al lado de

las correspondientes potencias de 2. desde J- hasta 64. Parece'
S

que Stifel se dió clara cuenta de la importancia de la teóría ,que­
así se iniciaba, pues observa que podría escribirse un libro entero
que tratase exclusivamente de estas notables relaciones numéricas ..

Para hacer realmente aplicables los logaritmos al cálculo nu...·
mérito, le faltaba a Stife1 todavía un medio auxiliar importante,
las [raeciones decimfles; y sólo cuando se conocieron éstas,
-desp1/)és del año 1600-, hubo la posibilidad de construir unas­
verdaderas tablas de logaritmos.

Loas primeras tablas se deben al es¿océs Juan Napier (o Neper)'
que vivió en los años 1550-1617 ; aparecieron por el año 1614 en
EdimbUl/'go, bajo el título: HMirífící logariih/morwm. canonis des-o
criptio», y el entusiasmo que despertaron puede colegirse de los,
sugestivos versos que a modo de preámbulo leaprecedian, en
los que diferentes autores ensalzaban la excelencia de los loga­
ritmos. Por lo demás, el p,rocedimiento de Neper para el cálculo-
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de logaritmos sólo fué· publicado después de su muerte, en 1619,
con el título «Mirifici logarithmorwm. canonls consiructio» (1).

- Independientemente de Neper, el suizo Jobst Burgi (1552-1632)
había calculado una tabla -que publicó en Praga en el año 1620,

con el título «Arüh.metische wn.d geometrische Progresstaoulmo:
Nosotros los de Catinga, consideramos a Bürgi casi como un
compatriota; puesto que vivió largo tiempo en Cassel, Se puede
decir que Cassel y en particular su antiguo observatorio, fué po­
blación de importancia extraordinaria para' la Ciencia por el des­
arrollo' que en ella tuvieron la Aritmética, Astronomía y Óptica
anteriores al descubrimiento del Cálculo infinitesimal, de igual
modo que lo fué más tarde Hannover como residencia de Leib­
niz. Tenemos, pues,. en las inmediaciones de Gotinga, mucho
antes de la fundación de la Universidad, lugares de importancia
histórica para la ciencia matemática.

Es muy instructivo comparar entre sí los dos procesos menta­
les' de Neper y BÜ1'gi. Ambos parten de los valores de x= b"
-c'orrespondientes a valores enteros de y; y los disponen de
modo que las diferencias entre los valores sucesivos de los
números x sean lo menores posible, para lograr en la mayor
medida el- fin de hacer corresponder a cada número x un loga­
ritmo, cosa a la que hoy se llega ya en la enseñanza secunda­
ria, dando a y los valores fraccionarios de que antes se habló.

.Neper y Bürgi eluden todas las dificultades que siguiendo este
camino Se presentan y llevan a feliz término su' obra con la in­
tuici-ón del genio, mediante 'la sencilla y feliz idea de elegir la
base b muy pró.xima a la unidad, con lo cual sé logra, en efecto,
que las sucesivas potencias de b difieran ?Jl'uy poco entre sí. Bürgi
tomó' el valor de b= 1,0001, mientras Neper utiliza un valor
menor que la unidad, el b= 1~0,OOOOOOl=0,9999999,por consi­
guiente más próximo todavía a la unidad que el de Búrgi. La
razón de esta divergencia "entre Neper y lo que hoyes de uso
corriente, está en que a Neper le preocupaba iaaplicación al,
cálculo trigonométrico, y quería ante todo obtener logaritmos de
fracciones propias (seno y coseno), íos cuales son negativos
para b>l, y positivos para b<l. Ambos investigadores' tienen

(1) Lugduni, 162G. Hay una reproducci6n fototipográfica, hecha' en
.París en 1895.
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de común la idea fundamental de emplear solamente potencias de
exponente entero de b y, por lo tanto, eludieron completamente la
multiformidad que de otro modo aparecería.

Calculemos, ahora, en el sistema de logaritmos de Búrgi, las
potencias correspondientes a dos valores consecutivos del expo­
nente, y e y+l:

x=(l.OOOl)V, x+~y'=(l,0001)v+l;

por sustracción, se deduce
, . x

Ax = (l,OOO)Y (1,0001 -1) =--
, 104

y si escribimos en lugar de la diferencia 1 de los exponentes la
expresión más general ~ y :

A. y 104
--:=:- [la)

A. x x

Tenemos, así, una ecuación de dife~encias para el sistema de
logaritmos de Burgi, que éste mismo aplicó para el cálculo de su
tabla. Una vez determinado el valor de x correspondiente a un
valor de y, obtiene el. que corresponde a[ siguiente, y +1, por

adición a x de _.3:..... .
101 .

De igual modo se deduce que los logaritmos neperianos sa­
tisfacen a la ecuación de diferencias

6. Y 107

--.=---
A.. x :r

[1 b]

Para reconocer la íntima relación entre ambos sistemas, con­

sideremos en lugar de y primero los números L v después los
" 104 •

_.JL <lo que equivale a suprimir la coma en la expresión deci-
107

mal del logaritmo); y designemos los nuevos números también
por y ; se o biiene entonces en los dos sistemas la misma ecuación
de diferencias:

6.y =~
A.x x

12]
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a la cual satisface una serie de números cuyos valores sucesiuos
difieren en OjOOO 1 en el primer caso, y en ~ o,000000 1 en el'
segundo.

Para mayor comodidad supongamos trazada la curva gráfica.
de la función exponencial (fig. 51) ; los pares de puntos (x, y) en.

1/-

Figura 51,

"los sistemas de N~l?er y Bütgi aparecen ante nuestra vista corno­
vértices de una línea quebrada inscrita en ia: curva e'xponencial

x = (1,0001) 10000 Y y x = (0,9999999)i°OOOOOOY

respectiuamente, formándose, escalones que tienen altura cons­
tante, á y=O,OOOl Y á y=O,OOOOOOl. como se indica en la figura.

Otra interpretación geométrica en que no es preciso el emplee>
de la curva exponencial, sino que, por el contrario, muestra el'
camino natural para llegar a ella, se obtiene cuando sustituimos
la ecuación de diferencias [2] por la sigu.iente ecuación suma~·

ioria (en cierto modo, «integrándola»)

., 1::. 8 ~Y=c,--,
~

[4]

donde se entiende que, en la sumación, ~ crece discontinuamente
desde 1 hasta x, de tal manera que el valor correspondiente-
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~r:.Lly= --'-es constantemente igual a 1O~4y -10-r, respectiva-

m~nte, lo que da t1~= l y ~ ~ ==l.
104 107

Este procedimiento se puede expresarrpuy sencillamente en

lenguaje geométrico así (fig. 52) : S e dibuja la hipérbola r¡= .1- cn
, " ~

el plano (~, r¡) y se construyen sobre el eje ~, empezando en el

punto 1;= 1, todos los ..puntos que se suceden según l~ley ~~= 1~4

(suponiendo. como aquí 10 hacemos, el caso de Bürgi), y sobre

Figura 52,
cada uno de los intervalos que así resultan se. construyen r~ctán..

gulas de altura -L; cada uno de éstos tiene uno de sus vértices
~ .

en el punto de la hipérbola de abscisa ~, y todos ellos tienen el
- 1 1área constante á ¡: -- = --- .. • e 1~

. El logaritmo de Bürgi dex es, según. [4J, 104 veces la'suma de
todos estos rectángulos inscritos en la hipérbola y comprendidos
entre 1 y x, Cosa análoga se dicé para el sistema de logaritmos
neperianos.

Partiendo de esta última' interpretación se llega inmediata­
mente a los logaritmos naturales, sin más que sustituir la suma
de rectángulos po', el área (rayada en la figura) de la superficie
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Wmitada por 19- 1¡,iPérbo.la,· el eje de; las ~ y las ordenadas ~= 1 Y
~ = x; como es sabido, la fórmula que la expresa es

x d~
lag nat . X = ( --.

Ji ~ .

Este fué, en efecto, también el proceso histórico, v en el año
1650 se dió. este p<3S0 decisivo, cuando la Geometrfa analítica
había llegado a ser del acervocomún y el cálculo infinitesimal
trabajaba en la evaluación de cuadraturas de las curvas cono­
sidas.

Naturalmente, para aceptar esta definición de logaritmos na­
turales, debemos convencernos, .ante todo, de que.; realmente
posee la propiedad fundamental, de que el logaritmo del produc­
to es la suma de los logaritmos de los [actores, o empleando el

.lenguajemoderno, que la función definida por la cuadratura de
la hipérbola

x d~
f(x)=! ­

1 ~

satisface al sencillo teorema de adicián-:

En efecto, al variar Xl y x 2 ' las diferenciales de ambos miem-

b 1 d fi , " de i l d» dX2 d (Xl X2)ros son, por a e llllclon e mtegra, - +-.- y . respec,
Xl X 2 Xl X 2

tivamente, y como SQn iguales los dos miembros, deben diferir
en una constante, la cual es nula, como, se ve cuando ponemos
x lo=1 (puesto que f (1}~0).

Veamos, ahora, cuál debe ser la «base» de los logaritmos na­
turales; basta para ello ,observar que el paso de la serie de rec­
tángulos al área de la hipérbola Se realiza cuando se toman en'

el eje de abscisas los puntos tales que ~;;= S- en lugar de
'. n·

~;= _E_y' se hace crecer . n infinitamente, lo cual equivale a
] 04 '

reemplazar la sucesión de valores de Bürgi .x; = (1,0001)1000011 por

(
l)ny .

la x= 1 +11:. haciendo que ny tome todos los valores enteros.
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Esto, según la definición general de potencia, se expresa dicien­

do que x es la potencia y-ésima d~ (1 + ~r;y por lo tanto, pa­

rece natural tomar como base de este sistema dé Logaritmos el

lim (1 + -1..)' , valor que es precisamente el que de o~dinilrio
'O'=OCJ n
toma como definición del número e, al exponer la teoria de estos
logaritmos. Por lo demás, es digno 4e observar que la base de
Bürgi {l,OOOI)lOOOO = 2, 718146 coincide, en sus tres primeras cifras
con la expresión decimal del número e.

Vamos, ahora, a considerar el desarrollo histórico de la teoría
de los logaritmos después de N eper y Búrgi ; y en este aspecto
hay aquí que observar que

1.0 El matemático Mercaior ya antes mencionado (pág. 118),
fué uno de los primeros que se sirvió de la definición de los lo­
garitmos naturales por el área de la hipérboLa; en su libro «Lo­
garith.motechmica» de 1668, así como en algunas memorias pu­
blicadas en las Philosophical Transactions de la Real Academia
de Londres, en los años 1667 y 1668, muestra, razonando del
modo que corresponde a 10 que en lenguaje moderno acabamos,

de decir, que f (x}= r. x d ~ sólo difiere de los logaritmos »ulga-
• 1 ~

res, o sea de aquéllos cuya base es lO-ya entonces t~tiLizados en
el cálculo-en U1t, factor constante, el llamado modulo del sistema
de Logaritmos. Además introdujo la denominación de «logaritmos
naturales» o también «logaritmos hiperbolicos» (1). La mayor con­
tribución de 1\;1erector es, sin 'embargo, la determinación de La
serie logarítmica que obtuvo por integración término a término

de la serie obtenido por divisiÓn de .l., operación que puede
x

considerarse como una de las que abren nuevos horizontes a la
investigación matemática, como ya dijimos (pág. 118).

2.0 En este mismo lugar hemos referido también cómo New­
ton, aprovechando estas ideas de Mercator obtuvo dos nuevos e
importantes teoremas: el teorema general del binomio y el método
la inversión de las series. Este último se encuentra ya en un tra-

(J) Philosophical Transaction oí the Royal Society oí London, l l I, pá­
gina 761, 1668.
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I

bajo que corresponde a la época de su juventud «De analysi p.er
aequationes numero terminorum infinitas», el cual sólo más tarde
fué dado a la imprenta, pero desde 1669, se había propagado por
copias manuscritas (1). En él (2) se deduce por primera vez de
la serie de Mercator para Y'=~ por inniersián, la serie e:x.po-

-nencial :

Como número cuyo logaritmo natural es y= 1, resulta de
.aquí el

. 1 1 1
e = 1 +-.+-+-+ ...

. 1! 2! 3! .

y entonces puede ya deducirse,utilizando'la ecuación funcional
del logaritmo, que para cada valor. racional de Yi en el sentido
de la definición ordinaria de potencia, es x uno de los ualores ile

.e", precisamente el positivo, como más' tarde tendremos ocasión
,de ver.

La función y==-log nat x es, por tanto, lo que, en ef{!cto,segiÚn
la definición ordinaria, se llamaría el logaritmo de x de .base e,

-estando definido e por la serie,no como }~~ (1 + .~ )n

3.° Un camino más cómodo para deducir la serie exponen­
.cial abrió Brook Taylor, después de haber expuesto en SU Me­
thodus incremeniorwm. (3) el principio. general del desarrollo en

.serie de una función, que lleva -su nombre, del cual hablaremos
más tarde. '

Taylor sólo necesitó utilizar la relación contenida en la defi..
nición del logaritmo por medio de la integral:

dlog x 1
dx x '

(1) J. Neioion, Opuseula, Tom.
..apareció en 1711.

(2) Loe. cit., pág: 20.
(3) London, 1715:

(Lausannae 1744), op. 1.' Primero
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para obtener la función Inversa

deY
.:--= eY

dy

y pudo ya escribir la serie exponencial como un caso particular
de la serie general estudiada.

Hemos visto ya (pág. 123), cómo a esta fructífera época de la
evolución matemática siguió la crítica,. casi se pudiera decir el
período de descontento intelectual, en el que ante todo se trata.
ba de dar sólido fundamento a los nuevos resultados obtenidos
y eliminar de ellos lo que pudiera haber de falso. Ahora vamos .•
a ver lo que en este sentido hicieron con sus obras Euler y La­
'grangees: lo que. se refiere a la función exponencial y al loga­
ritmo.

Empecemos con la obra de Euler «Introductio in analysin in-:
fini.torumn (1), señalando por adelantado la extraordinaria y ad­
mi'rabIe habilidad analítica que Euler muestra en todos sus tra­
bajos, en 16s que, sin embargo, no hay traza ninguna del rigor
que hoy se acostumbra exigir.

Euler parte en sus investigaciones del teorema del binomio:

restringido a valores enteros de 1; en su lntroductio no conside­
raba otra clase de valores de y. Este desarrollo lo aplicaba a .la

expresión '(1+ ~ fY , suponiendo entero ny ; hacía crecer 11, infi­

nitamente, siempre dentro de esta condición, y efectuaba este
poso al límite en cada uno de los términos de la serie, con lo cual
obtenía la serie 'exponencial

y2 y3
. eY =,1 + y+-- +-'.+ .... ,

2! 3!
definiendo

. ( 1 )"e:==: Iim 1+-
n=; 00 n

,(1) Lausanne, 1748, cap. VII, pág. 85 Y sig.Puede verse también el
tomo VIII de las obras de Euler, editadas bajo la dirección de Rudio,
Krazer y Stackel.

15
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Naturalmente, Euler no Se preocupó de justificar el rigor de
cada uno de estos pasos al Iímite ; por ejemplo, ver si la suma
de los límites de los términos de una serie es realmente el límite
de la suma. de la serie.

Esta manera de deducir la 'serie exponencial se conserva
en sus líneas generales en gran número .de tratados de Cálculo
infinitesimal; si bien se ha alargado tanto más cuanta más.impor­
rancia se ha dado ~ la justificación de cada' uno de esos pasos, de
que prescindía Euler . Por lo demás, para que se vea el grán in­
flujo que en esta teoría ha ejercido el libro de Euler, basta obser-

• var que el uso de la letra e para designar la base del sistema ne­
periano procede de él: «Ponamus autem brevitatis gratia pronu­
mero hoc 2;71828... constanter litteram e..•» ; dice en la página 90.

Digamos' ya, con esta ocasión, que Euler dedujo' de manera
'completamente análoga las series del seno y coseno, Para ello'

partía del desarrollo de sen cp según las potencias de sen -=e.. y
n .

hacía crecer n infinitamente. Esto ,se reduce, en realidad, a un
paso al límite en la fórmula del binomio, como se ve sin más
que utilizar la fórmula de NIoiure :

(
rp. rp)n ( rp )" ( w)n

CQS <p + i sen <p = CQS n + i sen n = CQS n ' 1 +i tg'~ .

Consideremos, ahora, la obra de Lagrange «Théorie des [onc­
tions analytiques» (1). También aquí es de observar en primer tér­
mino que las cuestiones de convergencia son tratadas sumamente
a'la ligera por Lagrange. Ya antes (pág. 120) dijimos que éste sálo
considera funciones definidas por series de potencias de su argu­
mento y define sus derivadas de un modo puramente formal por
las series derivadas de aquéllas. Para él, pues, la serie de Taylor

h2

f(x + h) =.=' ((x) +hf" (x) + 2! f"(x) + ...

es, ,simplemente, el resultado de una transformación formal de la
serie primitiva f(~+ h) ord'enada por las potencias crecientes de
x +h. Por consiguiente, cada vez que aplica esta fórmula a l:'na

(1) París, 1797.-Reproducido en Lagrange : Oeuvres, tomo IV, París.
1881. Véase, en particular, el Capítulo LlI, pAgo 34 Y siguientes. .
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función determinada debería demostrar que la 'función pertenece
á las «analíticas), es decir, que se puede desarrollar en serie po­
tencial.

Empieza Lagrange considerando la función f (x)=xn
, para

'valor-esracionales de x, y determina /'('x) como coeficiente de
h en el desarrollo 'de (x+ h;ni bastándole calcular los dos pri­
meros términos de este desarrollo. Según la. misma ley obtiene
f"(;x) , f"'(x) , ... , apareciendo el desarrollo binámlco de (x +h)n
como un caso particular de la serie de Tay lor f (x +h), Por otro
lado es digno de observar que Lagrange no trata especialmente
el caso del exponente irracional, sino que para él es evidente

. una vez que ha considerado todos los valores racionales; cosa
interesante, cuando se tiene en cuenta el gran cuidado que hoy
se presta al paso del exponente racional al irracional.

De modo .análogo procede Lagrange al tratar la función
f (x) = (1 +b)"'; ordena el 'desarrollo binómico de la función
(1 + b)"'+h según las potencias de h. halla ((x) como coeficiente
de h ; Y siguiendo la misma ley {"Cx), f"'(x) , ". y así llega, for­
malmente, a la serie de Taylor para f(x t h}= (li,+ b)"'+7<, de la
que, poniendo x=Ú', obtiene la serie exponencial buscada.

Terminaremos está rápida ojeada histórica, en la que no he­
mos citado, naturalmente, más que los nombres más famosos, ex­
poniendo brevemente lo que el siglo XIX ha aportado como nue­
vas contribuciones [ueuiamentales,

En primer lugar es de mencionar:

1.0 La formación de definiciones y conceptos rigurosos sobre
la convergencia de las series y de otros procesos infinitos. Figura
en primer término Gauss con su Abhandlung iiberdie hypergeo- '
metrische Reihe, en 1812 ((Disquisitiones generales circa .seriem

infinitarn ].+ a .b x +...) (1); sigue A bel con su trabajo sobre la
1.e

serie binómica, en 1824 (Untersuchungen icber die binomische

Reihe l+ rn x+ (~) x2¡.+ ...) (2); en' tanto que Cauc~y, en el

(1) Conmentationes societatisregiae Gottingiensis recentiores. Vol. n.­
1813, pág. 1-46.= Werke, Bd. 1II, pág. 123-162,. Trad. alemana de Simon,
Berlín, 1888.

(2) Crelles [ournal für die reine und angeuiandte Mafhematik. Tomo
1 (1826), pág. 311-339=Ostw:¡llds Klassiker, núm. 7~.·
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año 20, en su COU1'S dAnaiyse (1), expone, por vez primera, consi­
deraciones generales sobre la consiergencia de las series. El resul­
tado de estos trabajos, para las series aquí consideradas, es que
todos los resultados anteriores son verdaderos en el campo de
convergencia, si bien las demostraciones, exactas para ellos serían
muy com-plicadas, '

Puede verse una. exposición completa de tales demostracio­
nes en forma moderna, en el Algebraische Analysis de Burkhardt
o en el libro ya mencionado de Weber-TVellstein (2).

2.0 Aunque' más tarde tendremos que hablar circunstancia­
damente de ello, debernos aquí mencionar la fundamentación
exacta y rigurosa del Cálculo infinitesimal por Cauc1¡,y; por él se
ha .llegado a dar completa exactitud matemática a la teoría de
logaritmos, fundada el siglo XVII por Bürgi y Neper.

3.0 Por último, es de Citar aquí el nacimiento de una teoría,
suficiente por sí sola para la completa comprensión de las fun­
ciones logarítmica y exponencial, la teoría de funciones de, varia­
ble compleja, llamada frecuentemente', para abreviar, teoria de
funciones. Guss fué también quien vió primero los principales
fundamentos de esta teoría, aun cuando poco o casi nada publi­
có-sobre ella. Para nosotros es sobre todo interesante una carta
a Bessel (le 18 de. diciembre de 18Il, que fué publicada mucho
más tarde (3), en la que se trata coh admirable claridad de la

significación de la integral ¡''' a: en el plano complejo, y se ex-

plica cómo representa tina funciOn znfínitiforme.
La gloria de haber creado la teorIa de las funciones de va­

riable compleja, independiente de otra disciplina, y de haberla
dado primero a conocer, corresponde, por lo demás, a Cauchy.

El resultado de estas observaciones relativas a lo? comienzos
. del siglo XIX puede resumirse diciendo-que la introducción de los

logaritmos naturales pariieñdo de la cuadratura de la hipérbola
Nene el mismo rigor que cualquier otro método, con la v~ntaja, .

. (1) . Prerniere partie, Anal}'se olgébrique. París, 1821.=Oeuores, Serie
n, t. III. París, 1897.

(2) Puede verse también, 'p. ej. :, Rey Pastor, Teoría de funciones reales,
Madrid, 1922.

(3) Briefwechsel zwischen Gauss iund Bessel, hera.usgegeben "voniAu­
wers, Berlín, 1880. 'También Gauss Werke, "tomo VI 1I, 1900, pág. 90.
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como ya hemos visto, de superar a todos los demás en sencillez
e intuición.

3: Algo sobre la enseñanza de la teoría de logaritmos

Es indudable que este desarrollo moderno hapasa40de un
modo extraño por la enseñanza secundaria sin' dejar ninguna
huella en lo fundamental, como repetidas veces hemos señalado.
A "pesar de todas las dificultades y todos los inconvenientes, to­
davía hoy se recurre en aquella enseñanza al Análi.~is aige braico
y se elude iodo emoleo del Cálculo infinitesimal, no obstante ha­
ber desaparecido hace bastante tiempo el recelo que esta disci­
plina despertara en el siglo XVIII. La razón de ello hay que bus­
carla en qué el incesante progreso de la' Matemática en el siglo
xrx se ha realizado sin establecer el menor contacto con la en­
señanza matemática secundaria, cosa tanto más rara, cuanto que
ya en los primeros decenios de este siglo empezó la formación
específicamente matemática de los candidatos al magisterio. Ya
hemos dicho en la introducción que esta discontinuidad es la que
impide toda reforma en la enseñanza tradicional. Se preocupan
muy poco en la enseñanza secundaria de CÓmo puede -Ia iense­
ñanza superior seguir construyendo sobre la base que aquella le
proporciona, y las más de las veces se conforman con definicio­
nes que por el momento quizá basten, pero que nada significan
frente al cúmulo de necesidades de la enseñanza superior. y, re­
cíprocamente, es corriente que Ia enseñanza superior no se cuide
de apoyarse en lo dado ya en la secundaria, sino que construya
sus sistemas propios sin otro enlace con 10 anterior 'que la indi­
cación, no siempre acertada y frecuente :. «Esto ya ha sido visto
en la segunda enseñanza».
. Hay que reconocer, sin embargo, que no siempre acontece
esto j hay profesores. universitarios 'que al dar sus lecciones a
naturalistas y técnicos, basándose én su experiencia han adoptado
lá-uüroiiuccion. de los logaritmos de modo m'/.!y parecido al que
venimos recomendando. Citemos a este respecto la obra de Schef­
fers,«Lehrbuch der Mathematik für Siudierende der Naiurssi«:
senschaften und Techmih» (1) j en'ella, en los capítulos VI y VII,

,
(1) Leipzig, 1005. 5."' ed., 1921.
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se expone una teoría completa del logaritmo y de la función expo­
nencialque coincide con la bosquejada en las páginas anteriores,
y en el capítulo VIII se da una teoría semejante de las funciones
trigonométricas. Recomend~mosal lector la lectura de esta obra,
muy apropiada para el uso- a que se destina, de lectura muy có­
moda y fácilmente accesible hasta para las inteli&"encias media­
nas. En ella se pone de relieve la gran habilidad pedagógica de
Scheffers, por ejemplo, en la teoría de los logaritmos haciendo
ver cuán pocas son las nuevas fórmulas que hay ·que aprender
de memoria ua vez comprendido todo lo demás, porque enton­
ces, cuando hacen falta, se deducen inrnediatamete; lo cual ani­
ma al .lector a seguir el estudio a pesar de la aparente rnuche­
durnbre de nuevos resultados, Digamos también, por lo que hace
a las conexiones que venimos examinando, que Scheffers supone
conocida toda la exposición elemental, pero construye la suya
con total independencia de aquélla, suponiendo que la mayoría
de aquella ha sido olvidada; no lleva. sin embargo, la obra a que
nos referimos la menor intención de proponer planes de ref()rma
en la enseñanza secundaria, contrariamente a 10 que ocurre en
nosotros.

"Vamos, ahora, a exponer concisamente el modo como cree-
mos debería hacerse la introducción de los logarümos en la en­

señanea, siguiendo el camino más natural y sencillo:.el concepto
fundamental, la fuente de donde se deriua esta introducción de
~uevás [wnciones es la cuadratura de CUr7JaS conocidas . .Esto có­
rresponde, como ya hemos visto, de tina parte al proceso histó­
rico, pero también de otra, al procedimi.ento seguido en las regio­
nes superiores de la matemática, como ocurre, pór ejemplo, con
las funciqnes elípticas.

, . Siguiendo este principio general, partiremos, ah91"<1, de la hi-

pérbola TI = ~.~ y designaremos el área de la suocriicie limitada

por la curca, las ordenadas correspondientes a ~ = 1, ;"'" x y el
eoje de las x como logaritmo de x. Cuando la ordenada, extrema
varía, la representación geométrica permite ver fácilmente la va­
riación experimentada por el área; y por consiguiente, se puede
dibujar (fig. 53) aproximadamente la curva r¡= log~.
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Para llegr a la ecuación funcional del logaritmo del modo
más sencillo posible, partiremos de la relación:

{

. X dE l'ex dE
--.=. -.-

• 1 E e E

'que se deduce por la transformación e ~ =~' de la variable de
integración; es decir, el área comprendida entre las ordenadas
1 y x es la misma que k comprendido. entre las ordenadas cy ex,

-_...:.-~

/~ x r
/

I

Figura 53

Este hecho tiene unase'ncilla traducción geom:étrica, observando
·que la magnitud de esta área debe quedar invariable, ya que al
trasladarse a lo largo de la hipérbola, en la misma razÓn en 1 que
aumenta su base se reduce su ,altura. De este teorema se deduce
-en seguida el teorema de adición:

Sería muy de desear. que Se comprobase 10 práctico de este
'modo de proceder en la enseñanza, en cuanto a los pormenores
-de cómo deba realizarse, es problema que debe resolver natu­
. ralmente el profesor experimentado. En el plan de enseñanza de
Meran no nos hemos atrevido todavía a proponer este camino
-corno norma.
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4. Punto de vista de la Teoría de funciones

Veamos, por último, de qué manera se tratan los logaritmos
en la moderna teoría 'de funciones. en la cual quedan satisfacto­
riamente aclaradas las dificultades presentadas ya anteriormente.. ,

, Introduciremos, desde ahora en adelante, en lugar de y y x
las variables complejas w=u+ív y z=x.+íy. Entonces:

1.0 El logaritmo se defíne por la integral

w = jZ d C,
1 C,

[1]

en la cual la trayectoria de integración (fig. 54) es una línea cual-

o , I

PIa. no S
/

I

Figura 54

quiera del plano complejo ~ que va del punto. ~ = 1 al ~= z del
plano t;,.

2.° Según que la trayectoria de integración no rodee el
punto~=O, o lo haga 'una, dos, ... , veces, así toma la integrar
infínitos ualores, todos ellos distíntos. U no de estos valores, el
llamado valor príncipal, [log 0$], queda determinado cuando se
corta el plano a lo largo del semieje real negativo y se supone
que el camino de .integración no atraviesa este corte; queda con
ello solo un grado de arbitrariedad, si se llega a los valores rea­
les negativos sólo por encima o debajo del eje l., y. según el COIl­

venio que se establezca, la parte imaginaria del logaritmo será
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+ i 'lt'ó - i '7C. Del valor principal se deduce el valor general del'
logaritmo agregándole Un múltiplo cualquiera de 2i 7C :

logz=[logzJ+2 ki'lt (k=O, '+1, +2; ...) [2]"

3.° De la definición del logaritmo por medio de la integral"
se sigue que la función inversa z = f ('w) saiisiace a la ecuación'
diferénciál

df = t.
dw

[3]

" ,

de la cual se deduce inmediatamente el desarrollo de f en serie-
de potencias:

UJ 11'2 11'3
z=f(11')= 1+-+-+--+

11 21 31

Puesto que esta serie es convergente para todo valor finito­
de w, resulta que la función inversa es una función tmiforme, que
sólo es singular para w=oo; por lo tanto¡ es una función trans­
cendente «entera».

4.° Exactamente como en el campo real, se puede 'deducir
de la definición integral el teorema de adición del logaritmo. De-
éste se sigue para la función inversa la ecuación: .

[4]

También de la [2J se deduce:

f(w+2ki7C)=hw) (k=O, +1, +2, ...), [5}"

es decir, /('w) es una función simplemente ppriodica, con el perío-
do 2 7Ci . .

5.° Sea f(l)=e. De la [3] se deduce, entonces, que para:.

. cualquier valor racional "W=:' es f(w) igual a .uno de los 111

n
valores que. como es sabido, admite la expresión Vem :

(m) Vn-,;¡-:
I n ". e =e .
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Es corriente~y nosotros seguiremos esta costumbre-e-desjg-
ro
II

nar siempre por e" = e este valor f(w) , de modo que e'" es una '
función uniforme bien determinada,que coincide con la defini­
-da por la relación [31.

6.° Veamos ahora la naturaleza .de la función definida del
"modo más general por la potencia, b", de base' cualquiera,Los
'Convenios que hayamos de hacer deben ser tales que, natural­
mente, sigafl verificándose las reglas formales de la potencia­
-ción, Con el fin de reducirb'" a la función ya definida e1JJ

, pon­
,gamos' b = e log b donde log? tiene los infinitos valores

log b=[logb] +2k"i, (l~=O, +1, +2, ...)

tendremos entonces que necesariamente será

b'!' - ( 10gb)," ~ wlogb_ 'w[logb) 2k1twi(7 -O' +1 +9­- e - e - e e le -, , "', ... )

y esta expresión representa, para los diferentes valores de k, in­
finitas [unciones com-pletamente independientes entre sí. Tene­
mos así este notable resultado: que los valores de la expresión
exponencial general b", tales como resultan de lus p'rocesos. de
la potenciación y radicación, no pertenecen a wna función ana­
lítica única, sino a infhútas funciones diferentes de 'W, cada una
de las cuales es uniforme.

Los diversos valores de estas funciones satisfacen a diversas
relaciones. En particular, son todos ellos iguales, cuando ·w es
un número natural, y sólo hay un número finito n de valores,

si w es unltúmero racional de la forma _n:.. , siendo m y n primos, n
-entre sí; estos valores son

(7.; = a, 1,2, '" n. -- 1)

n'
por consiguiente, como debía ser, los ,n valores de Vbm .•

, 7.0 Ahora es cuando podemos comprender bien cuán inade­
cuada es la sistématizacuni ordinaria, en la cual se pretende lle­
,gar a la función exponencial uniforme partiendo de la potencia-



- 235-

ción y radicación; necesariamente' conduce a un laberinto, del
cual es imposible salir no utilizando otros recursos 'que los lla­
mados «elementales» en lbs'que únicamente intervienen magni­
tudes reales. Esto se comprende claramente, cuando, partiendo.
.del concepto general establecido, se observa lo que sucede en
el caso de ser b negativo; señalemos ya con .este motivo la ven-

m

taja de la definición del valor principal (b>O y b n >0 j véase
página 214); que parecía arbitraria j tal definición de los valores
de una de las infinitas funcione~, a saber, de la •

Por el contrario, los valores reales negativos de b n cuando
n es par, que forman también un' conjunto denso en todas par­
tes, pertenecen a diversas de las infinitas. funciones considera­
das; y, por consiguiente, no pueden estar contenidos en una cur­
va .analítica continua,

Penetrando aun más en el fondo de la cuestión, agregaremos
.algunas observaciones acerca de la naturaleza teórico funcional
del logaritmo. Puesto 'que "W = log z en cada vuelta alrededor del
punto z,= O experimenta un incremento aditivo de 2 'lti, la super­
ficie de Riernann correspondiente, que es de infinitas hojas, tiene
en z = O un punto de ramificación de orden infinito, de tal suerte
'que en toda vuelta se pasa de una hoja a la siguiente; se reco­
noce fácilmente, recurriendo a la esfera de Riemann, que z=i(X)
es Un segundo punto de ramificación de la superficie exac~amente

.de la misma naturaleza que aqu~l,qo existiendo ya ninguno más.
Podemos hacer ahora intuitivo lo que se llama la fuerza unifor­
mizante del logaritmo y de la cual ya hemos antes hablado con
motivo de la solución de ciertas ecuaciones algebraicas (pág. 198
Y siguientes).

Pata fijar las ideas, supongamos que se tiene una potencia
m

-racionai z n por ser

m
n

Z

m logs
n

=13
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la potencia será una función uniforme dew= log z ; se puede,
por lo tanto, decir que se ha uniformado por el logaritmo, Para
comprender esto, imaginemos extendida sobre el plano z, ade-

m

más de la superficie de Riemann del logaritmo, la de z n , la.
cual, es una superficie de n hojas, cuyos puntos de ramificación
son también los z=O y z=oo, en cada uno de los cuales se
unen las n hojas en ciclo,

Consideremos ahora una línea cerrada cualquiera en el pla­
no' z (fig. 55) sobre la cual vuelve el logaritmo a tomar el valor

Figu~a 55

que tenía en su punto de partida, que, por consiguiente, será
cerrada en la superficie de Riemann de infinitas hojas; y se ve'
fácilmente que también debe' quedar cerrada cuando se la repre-

m

senta sobre la superficie de' n hojas de s ~ ,
De esta sencilla consideración geométrica resulta, inmediata-

mente que' z n vuelve a tomar siempre el valor inicial cuando,
10 hace lag z, y, en consecuencia, es una funci6n uniforme del
logaritmo, Hacemos aquí estas breves indicaciones con tanto ma­
yor gusto, cuanto que el caso que hemos tratad? es el más sen­
cillo del principio deuniformizacián, que tan' importante papel
desempeña en la moderna' teoría de funciones.

Vamos a ver ahora la naturaleza .de la ¡'unciónw'= log z, me­
diante la consideración de la represeniacián. conforme del plano z
(o de la superficie de Riemamm ), sobre el plano 'ltl, prescindien­
do, por razón de sencillez. de la consideración, que parece natu-
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ral, de las esferas correspondientes. Descornpondremos, como
en otra ocasión, el plano z por el eje real en un serniplano ra­
yado (superior) y uno sin rayar (inferior). Cada uno de estos

.tiene infinitas representaciones sobre el :planow, puesto que
log z es una función infinitiforrne ; y todas ellas tienen que su­
cederse una al lado de otra, puesto que la función inversa z = etv

es uniforme. De este modo se establece una división del plano w
en. fajas paralelas, de anchura'lt', limitadas por rectas paralelas
.al 'eje real (fig, 56); estas fajas deben estar alternatiamente ra-

p{a·no Z

- o

Plano w

Z:0--- LJt. --- l;;:.oo

¡~ o 7ifff~7f!/II!III!IIL!!!ff¿.",

- t 1l

- 3 PI

Figura 56

yadas y sin rayar (la primera de encima del eje real se ha ra­
yado) y son, según esto, representación conforme, alternativa­
mente, del semiplano superior y <del inferior del plano s, en tanto
que las paralelas que las limitan corresponden al eje realzo En
cuanto al modo de ser de la correspondencia, obsérvese que z
siempre tiende hacia O, cuando 'W iien.de hacia oo por la izquier­
da sin salirdel interior de una faja; en tanto que z tiende a 00
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cuando '7.0 se aleja infinitamente por la derecha; en 'w= oo la
función e" tiene un punto singular esencial,

Este, modo de razonar nos da ocasión para referirnos al teo­
rema de Picard, uno de los más interesantes de la moderna teoría
de funciones. Sea z('w) una función transcedenie entera, es decir,
una función que sólo tiene el punto singular esencial '7.0 =00

(por ejemplo, eW
) . La cuestión ahora planteada es averiguar si

existen, y, caso afirmativo. cuantos valores de z pueden darse,
que 110 puedan ser alcanzados parla función en ningún punto
propio w y a los que sólo puede aproximarse indefinidamente
z('w) cuandow tiende hacia 00 de modo conveniente. El teorema
de Picard expresa que una función en el entorno de un punto
singular esencial sólo puede dejar de tomar dos valores diíeren­
tes,a lo más; y que, pC)J' consiguiente, una función transcenden­
te entera, aparte el valor Z=ICXJ, que por definición no. puede
adquirir, a lo sumo sólo puede dejar de tomar un valor. La fun­
ción eW es un ejemplo de esto: aparte 00, sólo deja de adquirir
el valor z= O; cuando en cada una de las fajas en que hemos
descompuesto el plano w, se aproxima eW a estos dos valores en
los pasos al limite indicados, no llega a ser igual a ellos en nin­
gúó punto propio. Una función, .que fuera de z=l'Xl, toma t~dos
lbs valores es sense.

Para terminar, vamos a tratar un punto.. tocado ya repetidas.
veces, utilizando esta representación geométrica; nos referimos
al paso al limite de la potencia a la función exponenciai, que vie­
ne- sintetizado en la fórmula

(
1 )n. W

eW == lim 1+- .
n",,<Xl f/,

o, poniendo n . w =v, ,

e" lim (1 + ~)'i.
'i=<Xl V

Para ello, consideremos la fjmción antes del paso al Hmite:

fV(1V)=(l+~r

cuyo comportamiento teórico funcional como· potencia nos es
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bien conocido. Esta función tiene los puntos singulares'w= -V"

y w =00, en las cuales se anula la base o se hace infinita, reS­
pectivamente, y' da la representación conforme sobre el plano 'W,

de los semiplanos f'l en sectores que tienen el vérticew = - '1 Y

la amplitud ~ (fig. 57).
'1

Si el número '1 no es entero, la sucesión de los sectores pue­
de cubrir el plano w un número finito o infinito de vecesvsegúo

Figura 57

la multiformidad de la función f 'l. Si '1 tiende hacia oo, el pun­
to - '1, vértice de los sectores, se aleja indefinidamente por la iz­
quierda, y aparece así de modo muy intuitivo cómo, a medida
que. - '1 tiende hacia -00, van transformándose los sectores de
la derecha de - '1 en las fajas paralelas del plano 'W correspon­
dientes a la función límite eW

• Queda así explicada geométrica...
mente la definición, como Iirnite, de eW

• Un cálculo. sencillo
permite comprobar que la amplitud de los sectores en el punto
w:::hO pasa a ser la anchura 1t' de las fajas paralelas.

Una objeción puede, sin embargo, hacerse a este modo de
. ver: al tender '1 de un modo continuo a 00, no lo hace pasando •

sólo por valores enteros, sino también por otros racionales e irra­
cionales, para los cuales f '1 es multiforme ya los que; por con­
siguiente, corresponden s'!tperficies de Riemann de varias o de
infinitas hojas; ¿cómo pueden venir representadas en el plano
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sencillo que corresponde a la función uniiorme eW? Si, por ejem­
plo, se hace tender v hacia oo, tomando valores fraccionarios de
denominador n. a cada f (w) corresponde una superficie de
Riemann de n hojas. Para más fácilmente r.ealizar este paso al

'límite, consideremos, por un momento, la·esfera 'W, que para
cada f (w) estará recubierta de n hojas unidas en los puntos de
ramificación - v e oo ; en la figura.58 se ha tomado como corte
que los une el arco menor de meridiano que definen. Si ahora­
hacemos que v tienda hacia oc, los dos puntos de ramificación
tienden a confundirse y desaparece el corte que los unía; con lo

.cual, desaparec'e igualmente el punto en' que venían a juntarse

Figura- 58

las n hojas y aparecen separadas las n hojas que corresponden
.a las n funciones uniformes distintas. de las cuales s610 una
-es la e";

Si ahora hacemos que 'JI tome todos los valores reales, apare':'
cen, en general, superifcies de RÚmann de infinitas hojas, cuya
conexión desaparece en el límite; los »alores so bre Una hoja de

.cada una de estas superficies convergenht¡tcia la f'nnción unifor­
me e", cuyos valores están extendidos so bre la esfera lisa; en .
tanto que las sucesiones de valores sobre las otras hojas no iie-

~ .nen, en general, valores límites. Con esto aparece completamente
esclarecido el notable y ciertamente complicado paso al límite de
la potencia multiforme a la función exponencial uniforme.

Como enseñanza general de todas estas últimas considera­
-ciones podemos agregar que sólo peneiran.do en el campo cóm:"
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piejo se puede 'Ver clarant.ente el fondQ de estas cuestiones: ¿No
es esto bastante fundamento para llevar a 'la enseñanza la teoría
de funciones de variable compleja?Así,por ejemplo, cree Max
Simorr que debe hacerse. Sin embargo,. es seguro 'que~o se
puede llegar tan lejos, en la generalidad de los casos, en la en­
señanza secundaria; por esto, mi opinión es que en estos estudios
de berían abandonarse los métodos 'usuales y sustituirlos por el
muy sencillo y natural que hemos expuesto: Parece inútil agre"­
gar mi vivo deseo de que el maestro domine completamente io-.

dqs estas materias relativas a la teoría de funciones, pues debe
estar bien impuesto en todos los asuntos que tiene que exponer
y, por lo tanto, ha de conocer perfectamente todos los bancos'
y escollos en que ha de evitar choquen sus discípulos.

Después de estas detenidas consideraciones, podremos ya ex­
poner con más brevedad, siguiendo método análogo, las funcio­
nes goniométricas.

11. FUNCIONES GONIOMETRICAS

Digamos, ante todo, que preferimos este nombre al mucho
más corriente de «funciones trigonométricas», porque la Trigo­
nometría es sólo una aplicación' particular de estas funciones,
'sumame1üe importantes en toda la Matemática ; sus funciones in­
versas, que corresponden al logaritmo, del mismo modo que las
goniométricas a la exponencial, se llaman funciones cieiomé­
tricas,

1. Teoría de las funciones goniométricas

La exposición de la teoría de las funciones goniométricas está
íntimamente ligada con esta cuestión: ¿ cómo se podrían intro­
ducir en la enseñanza del modo más natural' posible? Me parece
lo mejor aplicar el principio general ya sentado, partir de la cua­
dratura de supe·rficies,. el procedimiento usual, que empieza con
la, medida de arcos, me parece que no es tan inmediatamente in­
tuitivo y, sobre todo, no tiene la ventaja de poder dominar de
un modo sencillo y uniforme tanto los campos elementales como
los superiores.

16
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Nos serviremos de nuevo de la Geometría Analítica, comen­
zando por

.1) El circulo unidad:

Consideremos el sector (fig. 59) formando por los radios corres-

Figura 59

pendientes a los puntos A (1, O) Y P (x, y). Para acomodarnos a

las notaciones usuales, designaremos su área por .L. (pues, en-
. 2
tonces, el arco, medido en radianes. es AP:::;:c<p).

, .
2.°. Bajo los, nombres de seno y coseno de l' comprendemos

ahora las longitudes de las coordenadas xe y del extremo P del

sector .L.o

2
0

,x = cos <p, y=sen?,

El origen de esta denominación no parece, a, la verdad, muy
daro; en realidad, no se conoce bien; probablemente se ha for-

o mado la palabra «seno» por una falsa traducción de una palabra
árabe al latín .

Puesto que nosotros no partimos de la medida del arco, no
podemos designar las funciones inversas, es decir, el doble de]
sector, como función de las coordenadas, por la palabra arco,
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como se acostumbra; pero, análogamente a esto, podríamos, Ha­

, mar a .~ el «área» correspondiente al seno o al coseno, y, en
2 '

consecuencia es~r.ibir ':

rp=2 áreasen y=arcseny" rp=:=2área cosx=arccos.x.

También puede .usarse la notación, igualmente correcta, muy
corriente en Inglaterra:

,3.0 Las otras funciones goniométricas.

: . sen <p
tg <p = cos <p

cos <p
cot <p = ~--''­

sen <p

que como la sec y la cosec, consideradas en las Trigonometnas
antiguas, vienen definidas por funciones racionales sencillas de
las dos fundamentales sen y coso Su introducción se justifica sólo
por la brevedad 'que~esulta para el cálculo práctico de las fór-

Figura 60

mulas empleadas; por lo demás, no tienen importancia teórica
para nosotros.

4) Estudiando la variación de las coordenadas del punto P,
al crecer el arco ep, podremos representar inmediatamente en
coordenadas rectam.gulres las curuas correspondientes al seno
y al coseno (fig. 60). Se obtienen así las conocidas 'Hneas sinusoi­
dales que tienen un periodo de 27t", estando el número 7t" definido
como área de todo elcírcúlo unidad. (no, como ordinariamente,
por la longitud de la semicircunferencia).



- 244-

Con estas definiciones vamos' yaa comparar nuestra iniroduc­
ción del logaritmo y de la función exponencial. Para ello toma­
mos como base:

1) Una hipérbola equilátera referida a sus asíntotas como
etes coordenados:

el semieje de esta hipérbola es DA = ../2 (fig. 61); mientras que

. Figura 6r

elcírculo antes considerado es de radio unidad. Consideremos,
ahora, el área del trapecio AA'P'P formado por el arco AP
la ordenada fija AA' correspondiente a 1; = 1, la »arible PP' y el
segmento que ambas determinan sobre el eje 1;; designándola
por iP se tiene ¿p =¡ lag 1;, y las coordenadas del punto P serán:

t: _ <Il
c; - e , -<1>

Yj = e .

Como se ve, hay una cierta analogía con lo anterior, que por
ahora no es completa, por una doble diferencia; de una partc,.q;,
no" es un sector como antes, pero, en cambio, las doscoordena­
das se expresan ahora por una función e <Il, en tanto. que en' el
círculo era preciso introducir dos funciones, sen y cos. Enseguí­
da veremos .que estas diferencias pueden borrarse fácilmente.

2) . Observamos ante todo que el triángulo QP'P .tiéne un

, 1 OP' P'P 1" ,1, d . di . dI'" 'area, --' . = -- i; • '1] = - 111 epen lente •e a pOSIClOn
2 2· 2 .

especial del punto P; igual, como se ve, al área del triángulo
OA'A: Por consiguiente, agregando e:p a este triángulo y restan-
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do su equivalente OP'P resulta que tI> es el áreq. del sector hiper­
bólico GAP, formado p.or los radios ''Vectores que 'Van al 'Vértice"
A y al punto »ariable-P, exactamente como antes, en el círculo.
La diferencia que todavía subsiste respecto. del signo (visto des­
de 0, el arco AP está recorrido de derecha a izquierda, en tanto
que ah'oraes de izquierda a derecha) se elude fácilmente obser­
vando que la hipérbola es simétrica de sí misma respecto del
eje OA, es decir, que su ecuación queda invariable al permutar
entre sí ~ y 1), obteniéndose entonces, como coordenadas del
punto P:

-!PE=e ,

3) Por último, en lugar de las asíntotas tomamos como coor­
denados los ejes de la hipérbola, lo que equivale a hacer girar

,,
-,

-, , ,.
-,

"­,
,,~

Figura 62

la figura 4¡)Q alrededor del origen (fig. 62). Designando las nue­
vas, coordenadas por (X, Y), las ecuaciones que expresan esta
transformación son:

, '

con lo cual la ecuación de la hipérbola se transforma en esta
otra:



y el sector <1> tiene exactamente la misma posición que su aná­

logo í en el círculo. Las nuevas coordenadas deP son las si-
2 '

g~ientes funciones de <1>:

4) "Basta, ahora, reducir toda la figura en la razón V~ ,con

10 cual el semieje trasverso será igual a 1, en lugar- 'de ser ';2,'
para hacer mayor la analogía con el círculo, Entonces, hay una

comoleia coincidencia con lo anterior al considerar el sector L <p,
. 2

Y si designamos simplemente por x, y las nuevas coordenadas,
serán iguales a las siguientes funciones de <1>:

x= y=

qu,e satisfacen a la relación (ecuación de la hipérbbla):

Estas funciones se llaman coseno y seno hiperbólicos, respec-
tivamente, y se denotan así: .

e<P_e~<P

. y = Sh <l> = --=--~. 2

Se. obtiene, porlo tanto, este resultado: el círculo y la hipér­
bola. equilátera de semieje 1 se corresponden entre sí de tal modo
que todo lo que se diga de las funciones gonioméiricas ordina­
-rias en el prime,ro, puede aplicarse literalmente a las funciones
hiperbólicas en la segumda..

. Es bien conocido al 'lector que de estas funciones eh y Sh
podemos servirnos con ventaja en muchos casos; no obstante,
en 10 que a la hipérbola concierne, .hemos retrocedido realmente'
un paso ; pues mientras al pr.i14-cipio· las coordenadas ~, 'tl pod!an
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.ser representadas' por ~~na única fwnción e<I>, necesitamos ahora
dos, las cuales. están enlazadas por una relación algebraica (la
ecuación de la hipérbola). Parece, por tanto, que debería inten­
tarse ver si se pueden tratar las funciones goniométriCas de un
modo análogo a lo ·que hacíamos al comenzar con la hipérbola;
y, en efecto, no hay dificultad ninguna.siempre que se recurra al
campo complejo; lo cual conduce a establecer u,na función única
por ,cuyo medio' se pueden expresar racionalmente sen <p y cos <p

de la misma manera queCh $'y Sh <P por medio de e<I> ,des,em­
peñando, por. tanto, esta función en' la teoria de las funciones go­
nioméiricas el papel central.

1) Comenzamos, para ello, por introducir en la ecuacion del
circulo x24- y2= 1 (donde x=cos<p,'y=sen<p) las, nuevas coorde­
nadas ~=x+iy, ~=x---":i y'; con lo cual se convierte en la:

2) La función' central buscada, es ahora, exactamente como
antes (2) en la hipérbola, la segusula coordenada; 'IJ; designan­
dola por f(<p), se tiene, en virtud de las fórmulas de transformación
de coordenadas;

3) De estas últimas ecuaciones se deduce inmediatamente:'

r¡ = f\tp) = cos tp -t t sen <p,

. r¡+E «tp)+rf(tp)]-¡
cos tp = -2-=, 2

.~ 1 , .
c; = ---,-. = cos tp - 't sen tp.

. f(rf)

r¡-E f(tp)-(f(~)l-l
sentp = --- =

2i 2i

..

con lo cual hemos logrado una analogía completa con las rela­

-cionestinteriores entre Ch $,. Shw y e <l> • Cuando se conocen con
anterioridad estas analogías entre las funciones circulares ehi­
perbólicas, el gran descubrimiento de Euler, la igualdad
f(<p)=ei'f, pierde lo que de otro modo tiene de verdaderamente,
sorprendente.

Surge en seguida esta otra cuestión: ¿ Será posiole una re...
.ducciá« análoga de sen <p y cos <p a una función fundamental, sin
s~lirse del campo real? A ello se llega, en efecto, cuando se con..
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sideran nuestras figuras desde los puntos de vista de la Geome­
tría proyectiva. Basta definirTa coordenada '1'), que en el caso
de la hipérbola nos da la función fundamental, como parámetro·
en un. haz de paralelas, y¡=const., el cual considerado desde el·
punto de vista proyectivo en su relación con hipérbola no es
más que un, haz .de rectas con el vértice en un puntodet 'la cU!rva
(en este caso particular, uno de los puntos del infinito); enton­
ces, tomando el parámetro de uno cualquiera d:e tales haces, en
el círculo Q en la hipérbola, corno función del área Se llega a
otra función fundamental, y ahora función real.

Consideremos, pues; en. el círculo (fig. 63), el haz cuyo vérti­
ce es S(~l, O): y=).,(x+l), siendo" el parámetro; en otra

Figura 63

ocasron (pág. 65) encontramos para valores de las coordenadas.
del punto de intersección, P, del círculo, con el rayo correspon­
diente a ).,:

1 - )..2
X = cos <p - ,

1 +)..2

por consiguiente:

1+ )..2
y == sen <p=

2)..

).. == ).. (<p) = y
x+l

es realmente una función fundamental apropiada. Puesto que'

además PSA =.l. POA y POA =p, síguese fácilmente que­
2
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A=tg.J:.. j esta representación uniforme de cos.e y sen ep en'
2

función de tg ..:t. es usada ,con [recuencui en ~l cálculo trigimo­
2

métrico.
La relación de A con la función fundamental anterior J(ep) se

deduce en seguida de las últimas fórmulas; será:

).. = __u.: = 1.- f - 1-1 ~ 1 f2 - 1 _
x + 1 i f t 1-1 + 2 J, P + 1 + 2 f. i

f(rp) - 1
f(rp) + 1

o, recíprocamente,

1 - )..2 + 2 i).. 1 + i t:
nrp) = x + iy = ._,---- - ---

, 1 +)..2 1- i)..

La introducción de A viene, pues, a reducirse sencillamente a
la deierminacián. deuna función lineal fraccionaria de f (ep). real'
a lo largo de la circunferencia del círculo; con ello las fórmulas
son reales, pero algo más complicadas que utilizando directa-
mentef(ep)· '

Queda por saber si la ventaja de lo real compensa este incon-·
veniente , pero eso depende del uso que quiera hacer cada cual
de las magnitudes complejas. Yo me limito a hacer observar, a
este respecto, que los físicos utilizan desde hace ya tiempo las

, magnitudes complejas, p. ej., en la Óptica y siempre que tienen
que manejar las ecuaciones' del movimiento vibratorio; otro,
tanto 'acontece a los técnicos, sobre todo 'los electrotécnicos con'
sus diagramas vectoriales: toQOS ellos se sirven ya con ventaja
de las magnitudes complejas. Se puede, pues,afirmar, por lo
tanto, que el empleo de estas magnitudes empieza ,a generalizarse·
en círculos 'cada vez más amplios, aun cuando, a decir verdad,
haya todavía una -gran masa que se mantiene en el campo real.

Dicho esto, si queremos echar una rápida ojeada a la teoría
de las [unciones gonioméiricas, debemos comenzar citando:

1.0 El teorema de adición

. sen(cp+~) =sen cp cos ~'+ cos ep sen ~

y la fórmula análoga para cos (ep +<j¡). La razón de que estas.
fórmulas aparezcan relativarnerite más complicadas que en el ~aso.



zíe la función exponencial, es que no empleamos la verdadera
función elemental; con ésta, f(w)= cose +i sen q', resulta la si­

g'úiente fórmula, tan sencilla como la de e'f':

2.:0 Partiendo de aquí, se llega a las expresiones dé las fun­
cienes de los múltiplos y divisores de ún ángulo, de las cuales
únicamente nos fijamos en las dos fórmulas:

<p V1 ~ cos <p
sen 2'" = ." 2 •

. í -V'. 1 +cos <p
cos 2 -. 2 '

.-que fueron de' gran utilidad en el' cálculo de las primeras tablas
trigonométricas. La síntesis más elegentede las relaciones ex­
puestas está dada por la fórmula de Moivre:'

f (n . rp) == [f·(w)]", donde. f (w )=cos'w+i sen cp.

Moivre fué un matemático francés q4e vivió en Londres en con­
tacto con Newton y publicó esta fórmula en 1730 en su miro
Miscelianea analytica.

3." De nuestra primitiva definición de y=sen q' se puede de":
ducir fácilmente una representación integral de la función 'in-

'Versa w=sen": l y. El sector :. (AO?) del círculo unidad junto con.
"" . .

el triángulo OP'P, rayado horizontalmente (Lig. 64), forma una
fig-ura' que esta limitada por el ej~ de abscisas, la paralela a la .

-distancia y y la curva x= .v1-y~, y tiene, por consiguiente, el

:áreal'Y .v1- y.2 dy; y' puesto que aquel friángulo tiene por área
o . .

.~OP' . P'P=~ 1,/ V 1 :-'y2, se tiene:
2 '" 2' '.

[

y - - - - 1 1
. VI ". y2 dy = 2 Y VI - y2 +2" <p,

• o •

-de donde se deduce, por una transformación sencilla:

j ' Y dy
P = sen" y = . .

o Vl:- y2
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Si ahora, como en el caso del logaritmo, se desarrolla el inte­
grando según la. fórmula del. binomio de Newton, y después, si­
gUiendo el procedimiento de Mercator, se integra término a tér­
minoIa serie resultante, se obtiene el desarrollo en serie. de po­
iencias de sen"! y, y por in'IJersion de esta serie se llega a lase­
rie del seno.

Como ya dijimos (pág. 118), éste es también el procedimiento
"seguido por el mismo Neuiton:

4.Q Vamos .a exponer aquí el camino más corto para llegar
al establecimiento de las funciones sen q> y cose : camino abier-

Figura 64

to por el gran descubrimiento de Taylor. De la llamada fórmula
integral se' deduce para derivada del seno:

d sen r.p =" dy= V 1 _ s"> cos·r.p ,
dr.p dr.p

y anál()gamente:.
d cos r.p--....,.-"- = - sen r.p ,

dr.p

Y en seguida aplicando la serie de Taylor:

r.p (03 r.p5 .
sen (0= _.- - -'- +-- - + ...

. 1 1 3!. 5!

C0sr.p =
r.p2 p4--+--+ ...
2! 4!
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Se ve fácilmente que estas series son convergentes para cual­
. quier valor, real o complejo, de t¡> y, por consiguiente, definen
sen x y cos x 'en todo el plano complejo como [unciones trans-.
cendenies enteras y uniformes. " .

5.° Comparando ~stas series' con la exponencial, se deduce
inmediatamente ql1e la función fundamental de las funciones
goniométricas es

f ('f) = cos 'f + l sen 'f == e:P i

conclusión solo posible indudablemente por el reconocimiento
de que cos p, sen ep y e'fl son funciones uniformes y enteras de Ip.-

(l.o Tenemos, todavía; que examinar la naturaleza de las
'f~ciones c~mplejas sen ze y cos w. Para ello observemos prime­
ramente que las funciones inversas 'w=sen,-l z y <w=cos- 1 2; dan
cada -una una superficie de Riemann; de infinitas hojas con los
pwnios de ramificación -1, +1, CCJ·; y, en' efecto, en z = ±1 hay'
infinitos puntos de ramificación de primer orden, y en z ==I(X) dos
puntos de ramificación de orden superior. Para mejor seguir el
curso de las diferentes hojas, nuevamente consideraremos el pla­
no wdividido en regiones correspondientes al semiplano z supe­
rior (rayado) y al inferior (sin rayar). Para z=coS"W, esta división
se obtiene por medio del eje real y las paralelas al eje imaginario
trazadas por los puntos 'w=O, ±'7t", ±2'lt', '" (fig. 65), resultando
campos triangulares cpn un vértice común en el infinito, que
deben aparecer alternativamente 'rayados y sin rayar. En los pun­
tosw=O, ±2'lt', ±4'lt, ... (corrspondintes al valor y=+l), y en
los w== ±'lt', ±3'lt', ±57t", '" (correspondientes ay= -1) concu­
rren siempre cuatro triángulos correspondientes a las cuatro se­
mihojas de la superficie de Riemann que se unen en el' punto
de ramificación homólogo, situado en uno de los z == ±1. Ale-­
jándose infinitamente,hacia arriba o hacia abajo, dentro· de
uno de dichos triángulos, cos 'W tiende a~bitrariainente al valor
z=tO(); el hecho de que dos sistemas separados, cada uno de
infinitos triángulos, se reúnen en el infinito, corresponde, pues,
a la circunstancia de que enTa superficie de Riemann vienen a .
juntarse en Z=CCJ dos sistemas separados de infinitas hojas.

Para z == sen 'W se obtienen resultados completamente. análo-



- 253~

gos; basta imaginar en la figura que el plano W se ha trasladado

-1... hacia la derecha.
2 '

Las figuras permiten comprobar también nuestras observa­
dones anteriores acerca de la naturaleza del punto singular esen-

,

, -/ + /

/4I?Q w'(;r:("QJw/

Figura 65

cial 'W =\X), como incidentalmente indicamos al hablar del teo­
rema de P.icard (pág. 238).

2.' Ta,blas frigonoméf.ricas

.Terrninada ya la rápida ojeada que nos proponíamos dirigir
sobre la teoría de las funciones goniométricas, vamos a ocu­
parnos ahora de lo que para la práctica es lo' más importante,
asaber, las tablas trigonométricas, y.hablaremos al mismo tiem­
po de las tablas logarítmicas, cuya consideración hemos. dejado
de propósito para este lugar, ya que la tabulación de los loga..
ritmos, desde él principio hasta hoy, se ha hecho simultánea con
la de los números trigonométricos.

U na cuestión muy interesante y de extraordinaria importancia
para el profesor de matemáticas, es, ver cómo han llegado las

j
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, ,

tablas logarítmicas a su forma presente. Naturalmente, no pode-
mos detenernos en la exposición, que sería muy pesada, de toda
la evolución que han experimentado las tablas; nos concretamos

, a 'señalar algunos hechos de los de mayor relieve, y 'eso será su­
ficiente para formar una idea aproximada de la cuestión.

Aquel a quien interese y ,quiera informarse mejor, puede con­
sultar la obra de historia de Tropfke, y' en lo que hace a las ta­
blas de logaritmos, ver la parte de la Enciclopedia dedicada al

"'cálculo numérico, redactada por d'Ocagne(l).

En primer lugar debemos tratar' del grupo de

A.. Tablas trigonométriCas naturales

tal como se construyeron antes del descubrimiento de los laga-,
ritmos. En la antigüedad, había ya tales tablas: la primera de
que tenemos noticia es :

1.0 La tabla de cuerdas construida por Ptolomeo para fines
astronómicos, por el añ'f) ISO de nuestra era. La tabla forma parte
de su obra Megale syniaxis, en la cual también expcme el siste­
ma del mundo que lleva su nombre j una nueva edición de esta
obra ha sido publicada por Heiberg (Leipzig, 1898-1~l03). A nos­
dtros llegó la obra a través de los árabes y bajo e'lI 'título muy
usado A lmagest, que parece derivar- del título griego precedido
del' artículo árabe «al». La tabla; en la, que figuran los ángulos,
de 30 en 30 minutos. no da directamente el seno del ángulo x,

sino la cuerda de su arcó' correspondiente, o sea 2 sen ~. Los
. , " 2

valores de las cuerdas vienen expresados en fracciones sexage-

. l d 'f '1 f a b es~ma es e tres ct ras, o sea en a arma: ,- +-- +--~
, , , '60 3600 216000'

d¿nde a, b y c son números enteros comprendidos entre O y 59,
ambos inclusive. Para nosotros; la mayor dificultad es que estos
números a, b y e están escritos según la numeración griega, en
la que los números se expresan por conjuntos de letras griegas.
Además de las cuerdas, figuran en la tabla los 'valores de las di­
ferencias, ,los' cuales permiten efectuar una interpolación p~ra los

(1) Encyclopédie des Sciences mathérnatiques, 1, 23:
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minutos.: Tropfke en el tomo II, pág. 296 de su Historia (1)
ha reproducido, junto con su traducción escrita según el uso
actual, un trozo de la 'tabla, que permite formarse clara idea de
ella. En lo que ,concierne al cálculo de esta tabla. Ptolorneo ha
utilizado preferentemente el teorema que lleva su nombre, relati­
vo al cuadrilátero inscrito, ,que es, en otra forma, el teorema de
adición de las funciones trigonométrica,s,y la fórmula antes es-

crita que da el valor de sen'~, por consiguiente, no sólo hizo. ' . 2 .

uso de las operaciones racionales, sino también de la extracción
de la raíz cuadrada, y además tuvo que aplicar un método de irl,.:-
terpolaciá«. . '

2.. 0 Tienen que transcursir más de 1000 años' para que en los
países occidentales' sean calculadas' p<?r primera vez tablas trigo­
nométricas. Es de citar ante todo a Regiomontanus (1436-,1476)
cuyo verdadero nombre era [ohannes Niül!er, que adoptó aquel
nombre latinizando ~l de la ciudad de su nacimiento, Konigsberg,
y. calculó diferentes tablas trigonométricas, en las que se advier­
te el paso de los restos del sistema sexagesimai al sistema deci­
mal. No se expresaban entonces, como hoy, las lí'neas trígono­
.métricas como quebrados para el radio 1, sino que se calculaban
para círculos de radio muy grande, con lo cual, conservando la.
misma exactitud, aparecían con números enteros. Estos grandes
números se escribían ya entonces en el sistema decimal; pero
en la elección del. radiase advertía la influencia del sistema sexa­
gesimal. Así, en la primera tabla de Regiomontano aparece el ra­
dio igual a 6.000.000 i en la segunda tabla figura yq, por primera.
vez, una unidad decimal exacta 10.000.000 icon lo cual se logra
la 'completa inclusión en el' sistema decimal i por sencilla agrega­
ción de una coma aparecen los números de esta tabla corno frac­
ciones decimales,' como hoy se acostumbra. Estas tablas de, Re-'
giomcintano fueron impresas, bastante tiempo después de su
muerte, en la obra de su maestro G. Peurbach : Traciaius sicper

. propositirmes Ptolomaei de sinubus et chordis (2)~ Observemos
de paso que tanto esta obra como muchas otras fundamentales
de matemáticas, así las de Cardario y Stifel, como yahemos di-

(1) TROPFKE, Gescrichte der Elementar-MllJthema-tlik, Leipzig, 1903.
(2) Norirnbergae, 1541.
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-cho, y ló mismo otras, fueron impresas alrededor del año 40 del
o siglo XVI en Nuremberg, donde por otra parte vivió Regiomonta­
no la mayor parte de su vida.

3.° Otra obra de la mayor importancia, es la de Nic. Kop-.
pernikus: Derevolutionibus orbium celestiuvn (1), en la .que se
exponeel «sistema de Copérnico». Copérnico vivió en Thorn en
los años 1473-1543; ésta, su obra principal, apareció también en
Nuremberg, sólo dos años después que las tablas de Regiomon­
tano, de las que no pudo disponer todavía; por consiguiente,
hubo de calcular por sí mismO la pequeña tabla de senos nece-

o saria para su -teoría, que figura en su obra.

4." Sin embargo, estas tablas estaban aún mUy lejos desa­
tisfacer las necesidades de los astrónomos, y así vemos a un

·discípulo y amigo de Copérnico pretenderlo pronto con una obra
mucho más. interesante. S'lI autor es Rhaticus, cuyo nombre 'es

·también una latinización del de su país (Vorarlberg), y que vivió
por los años 1514-1596 y fué profesor en ·Wittenberg. Estos he­
chos deben relacionarse' con la época histórica a que se refieren,

· de la Reforma, y sabido es que entonces Wittenberg' y también
la ciudad libre de Nuremberg habían llegado a ser los centros
principales de la vida intelectual. Sin embargo" poco a poco, du­
rante las luchas de la Reforma, se traslada el centro de gravedad
de la vida intelectual y política de las ciudades ft las cortes de
los príncipes; v mientras hasta entonces todo aparecía impreso

.en N uremberg', aparecen publicadas las notables tab\as de
Rhaticus,' poco después de su muerte, bajo tos auspicios y á ex­
pensas del Elector de Pfalz, llevando, por ello, su nombre Opus
palatinum (2). Estas tablas son mucho más completas que las

o anteriores y contienen los valores de las líneas trigonométrícas
de 10" en 10" con diez cifras, si bien tienen todavía muchos
errores.

'5.° Una nueva edición de estas tablas, muy mejoradavrios
· ofrece Pitiscus de Gr.ünberg en Silesia (1561-1615), capellán del
Elector de 'Pfalz. Dicha obra, titulada «Thesaurus mathemati­

.·CUS» está impresa también a expensas del príncipe y contiene
las líneas trigonométrícas en intervlos de t o minutos y con 15

(1) Norirnbegae, cap.' Z. Petreiurn, 1543.
(2) Heidelbergae, 1596.



cifras; figuran en ella muchos menos errores que en la de Rháti­
cusvy su impresión es también más reducida, ,

Debemos .tener presente que todas estas tablas se calcularon
principalmente utilizando sólo las fórmulas que dan 'las líneas
de la mitad de un arco y la interpolación, puesto que entonces
110 se conocían las series del seno y del coseno : por esta razón

.se hacen acreedores estos matemáticos a nuestro reconocimiento
por la enorme actividad y trabajo que hubieron de emplear en
la construcción de tales tablas. '

Aquí termina la etapa precursora de las tablas del segundo
grupo, el de las

B. Tablas logarítmico-trigonométricas
,

y es una singular coincidencia, en. cierto modo una ironía de la
historia : un año después de haber logrado Pitiscus un ciertb
grado de perfección en. las tablas de líneas trigenométricas, apa­
recen las primeras tablas logarítmicas, que hacen ~uperfluas

aquéllas, ya que a partir de este momento todos utilizan en lugar
del seno y del coseno sus logaritmos. Ya antes hemos citado las

. primeras tablas de logaritmos:

L° «Mirifici logarithm.orf~m canonis descriptio» de Neper,
publicada en 1614. Neper se proponía con ellas, ante todo, fa­
cilitar el calculo trigonométrico; de tal suerte, que no sólo dió
los logaritmos' de los números naturales" sino que calculó tam­
bién los logaritmos de las lineas trigonométricas, de minuto en
minuto, con siete cffras.

2.° La disposición de las tablas de logritmos en la forma
hoy corriente se debe al inglés I-Ienry Briggs (1556-1630), que
estaba en correspondencia con Neper, y advirtiendo lás gran­
des ventajas que ofrecen para el calculo práctico los logaritmos
de base IO; por acomodarse mejor a nuestra numeración deci­
mal, introdujo ya en 1611 la base 10 en lugar de la de Neper,
en su «Logarithmorum chilias prima»; obteniendo así los «lo­
garitmos artificiales», que suelen llamarse vulgares o de Briggs.
Para calcularlos, dió Briggs una serie de interesantes métodos,
que permiten .encontrar el valor de cada logaritmo con una
aproximación dada. La segunda obra de Briggs, mayor que la

17
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primera, lleva el título : «A rithmetica logorith.mica» (1); Y en
ella no figuran; como en la de Neper; las funciones goniomé­
.rricas, sino solamente los logaritmos Óde Jos nitmeros naturales,
limitándose. a dar los logaritmos de los números enteros de i
hasta 20 000 Y desde So 000 a roo 000, pero éstos c.on 14 cifras.
Cosa singular: precisamente las tablas más antiguas son las
que contienen los logaritmos con mayor número de cifras ; en
tanto que modernarneñte para' la mayoría de los casos basta

1 ,calc;ularlos con muy pocas cifras; luego volveremos sobre este
punto. Briggs calculó también los 'logaritmos naturales de las
líneas trigonométricas con la cifras e intervalos de t o vninaaos,
como aparecen en su Trigonometría britannica(2).

3.° Las deficiencias de las tablas de Briggs fueron prime­
ramente corregidas .por el holandés Adrián Vlacq que vivió en
Gouda, cerca de Leyden y fué materñático,irhpresor y librero,
Vlacq hizo una segunda edición de la obra, de Briggs (3), la cual
contiene los logaritmos, de todos los números enteros desde l.

hasta 100000, calculados con la cifras. Esta obra debe consi­
derarse cama la madre de todas nuestras actuales tablas de' lo­
garitmos de los números. enteros.

En laque concierne al desarrollo ulterior de las tablas, in­
dicaremos aquí solamente los punt~s en que estriba el progreso'
de las mismas, en "el transcurso del tiempo.

a) Aparece, en primer lugar,un progreso esencial en la
teoría, cuando se obtiene con Ú serie logarítmica un nueoo ré~,

curso útil en extremo para el cálculo de los logaritmos, del cual
estaban. ignorantes por completo los calculadores de las prime-.
ras tablas. Neper calculó sus logaritmos, cOmo, antes vimos.
empleando la ecuación de diferencias, por.consiguiente, median-

.. d' . 'd ts » . iénd Lrni . dte suoesuoas a tciones e '-- y sirvren ose a mrsrno nernpo e
X

la interpolación. En Briggs aparece como su más potente recurso'
I la extraccián. de raíces cuadradas'; vió que calculados los logarit-

mos de a y b con~eía también el lag 4 ah = ~ (lag a +log b) ;
éste mismo método fué seguido por Vlacq. ~ .

(1)
(2)
(3)

Vlacq.

Londini, 1624.·
Goudae, 1633.
Briggs H., Arithmetica logarithmica. Editio secundaaucta por Adr ~

Goudae, 1628.
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b) Otros progresos importantes fueron también los logr,a­
dos con una impresión y ordenacián rmás apropiada de las. ta-.
blas, 'Que hizo posible encerrar mayor material y mejor dispues­
to en espacio, más reducido .

.c) ,Ante todo aumenta considerablemente la exactitud de
las tablas al hacer desaparecer por cuidadosas rectificaciones los
múltiples errores 'Que contenían las antiguas tablas, especialmen­
te en sus últimas cifras.

Del gran número de tablas 'Que así se han formado, no ne­
cesitamos citar más que las más afamadas.

4.° ,El «Thesausur logarithrnorura com.pletsis» (Colección,
com.pleta de las mayores tablas 10garitmico-trigono~~étricas),.
que fué publicado par el oficial de artillería austriaco Vega en
Leipzig el afio 1794. El, original ha llegado 'a ser raro; apare­
ció ,sin embargo, en 1896. en Flor-encia, una reproducción en
fototipia. El. Thesaurus contiene los logaritmos de los números
naturales y de las líneas trigonométricas con 10 cifras en una
disposición que desde entonces se ha conservado en todas las ta­
bias; así, por ejemplo, se ven en esta obra las tablitas de dife­
rencias que facilitan la interpolación.

Fijándonos ya. en el siglo XIX, se advierte una rápida gene­
ralización en el uso de los logaritmos, d-ebida por una parte a
la introducción por el año 20 en la enseñansa secundaria, ,y por
otro lado a su aplicación' cada vez mayor a las cu.estion~s físicas
y técnicas, ,Para esto convenía una abremacián. considerable en
el número de sus cifras, pues tanto las necesidades de la ense­
ñanza como las de la práctica no requieren tablas tan volumi­
nasas; tres o cuatro-cifras bastan perfectamente para la exactitud
necesaria en la mayoría de los .casos prácticos. Ciare que yo
recuerdo que en. mis tiempos de estudiante teníamos todavía ta­
blas de logaritmos de siete cifras y sedefendía este número ale­
gando 'Que los discípulos debían recibir la impresión de la «Ma­
jestad de los números». HoY' se piensa, en general, más utilita­
riamente y se :emplel1:n casi en todas partes con tres, cuatro,' a
lo sumo cinco cijras,

Tres tablas modernas tomadas al' azar vamos a citar ligera­
mente: U na de ellas es una tabla pequeña y muy manual de
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Schubert (1) que contiene los logaritmos con 4 cifras ; en ésta se
encuentran toda clase de recursos auxiliares como impresión a
dos tintas, repetición de las inscripciones arriba y abajo en cada
página, etc., para evitar 10 más posible cualquier error. Todavía'
mucho más refinadamente están presentadas unas tablas modet"­
nasamericanas de Huntington (2) donde, por ejemplo, las hojas
están provistas de diferentes salientes y secciones que permiten
abrir el libro por la página deseada inmediatamente; citemos por
último la regla del cálculo que, como es sabido, no es otra cosa
que una tabla de .logaritmos con tres cifras, presentada bajo la
forma muy cómoda de un instrumento de cálculo.

No hemos llegado con esto todavía al término de la. evolu­
ción ,que vamos considerando, pero podernos imaginar con bas­
tante claridad cómo se ha continuado. Ultirnamente Se ha e~ten­
dido el uso de las máquinas de calcular, de las cuales hemos tra­
tado ya (pág. 23 Y sig.), que permiten prescindir de Ias tablas
de logaritmos,ya que, con ellas, se .realiza mucho más rápida­
mente y con completa seguridad la multiplicación directamente;
Cierto que tales máquinas están todavía 10 bastante .caras ,para
que solamente puedan tenerlas en los grandes despachos y ofi­
cinas, pero cuando se abaraten empezará una nueva fase en el
cálculo .numérico, En 10 que concierne a la Goniometría las an­
tiguas tablas de Pisiicus, anticuadas ya al nacer, recuperan el
puesto de honor, puesto que dan directamente valores trigono­
métricos, con lasque las. máquinas de calcular, evitando el
rodeo de los logaritmos, permitirán efectuar todos los cálculos
mucho más cómodamente.

3. Aplicaciones de las funciones goniométricas

Nos queda, ahora por examinar lo que se refiere a la aplica­
ción de las funciones goniométricas; consideraremos para ello
tres campos diferentes: ' -

. A)· La Trigonometría, que dió el principal impulso al des­
cubrimiento de las funciones goniométriCas.

B) La Mecánica, en la que señaladamente la teoría de las

(1) Vierstellige Tafeln und Gegentafeln. (Samrnl. Goschen Leipzig, 1917.)
(2) C. V. Huntington : Four place tables Abrigded edition, Cambridge,

Mass., 1907.
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pequeñas oscilaciones ofrece un amplio campo d~aplicación de
estas funciones. .

C) 'La tepreseniacion. de las funciones periódicas por series
trigonométricas, que, como sé sabe, desempeñan un papel im­
portantlsimo en las cuestiones más diversas. '

A. Trigonometría; 'en partic",lar, Trigonometría esférica

Consideremos ahora una ciencia an~iquísima,que ya en Egip­
·to se hallaba en estado floreciente, estimulada por las exigencias

• . de dos ciencias muy importantes: la Geodesia, que necesita de
la teoría de J9S triángulos planos, y 'la Astronomía, que emplea
los esféricos. Para la Historia de la Trigonometría tenemos una
espléndida monografía en la obra de A. v. Braun}¡rÚihls -vs-t«:
sungen. iiber Geschichteder Trigonomeirie» (1). Acerca de la
parte práctica de la Trigonometría se halla excelente información
en el libro de E. Hammers «Lehrouch. der ebenen u'nd sph dris­
cher Trigonomeirie (2), y en lo que se refiere ala teoría en el
segundo torno de la ya citada «Encyklopaedie der Éiemeniarma-:
thematili» de Weber- Wellstein,

En el estrecho marco de estas lecciones no cabe una exposi- .
ción sistemática de toda la Trigonometría, por 10 cual voy a limi­
tarme a hablar sólo de un capítulo muyinteresl1nte de la Trigo­
nometría teárica, que" a pesar de ser muy antiguo, aún no puede
consulérarse Como terminado, sino. qu.e encierra todavía hoy cues­
tiones y problemas no acabados y de carácterrelátivamente ele­
mental, cuya investigación me parece de interés: me refiero a la

e Trigonometría esférica. El lector puede hallar este asunto muy
prolijamente tratado en Weber-Wellstein, en cuya obra están ya
contenidas 11lS ideas desarrolladas por Study en su memoria fun­
damental «Sphiirische Trigonometrie, orihogonale Substitutio~

nen und elliptische Funhiioncn. m).
Varnos :a intentar en lo que sigue una Ojeada a las. teorías

que integran esta rama de I~s ciencias y, en particular, indicar
algo sobre las cuestiones todavía no acabadas.

(1) Dos tomos, Leipzig, 1900 y 1903.
(2) Stuttgart, 19 e; 5." ed., 1923.
(3) Abhandl. der Math. phys. Klasse der K. Sachsischen Gesells, der

Wissenschaften Bd. XX N.'" 11 (Leipzig, 1893).
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El concepto elemental de un triángulo -esjérico apenas nece­
sita explicación: tres puntos de una esfera determinan (con tal
que dos de ellos no sean diametralmente opuestos) un triángulo,
en el cual cada uno de los tres ángulos y cada lado está -com­
prendido entre O y 'lt" (fig. 66). Sin embargo, cuando se trata
de estudiar estas cuestiones más a fondo se aprecia la conve­
niencia de considerar los lados y ángulos eo'mo pariaotes, que
pueden tomar oalores cualesousera; que pueden 'ser' mayores
que 'lt", 2'lt" Ó cualquier múltiplo de éstos, teniéndose que hablar
entonces de lados que se, superponen 'Y de ángulos qu,e se recu­
bren alre~edor de su vértice, 10 cual exige establecer ciertos con-

A

Figura 66 Figura 61

, '

venios sobre el signo de estas magnitudes,' es decir, el sentido
en que se miden, cosa lograda por el gra,l) geómetra de Leipzig,
Mobius, quien, análogamente a lo que se hace en Geometría, in­
trodujo en la Trigonometría .esférica el principio de los signos;
con lo cual abrió camino apto para BU 'desenvolvim:iento a las
investigaciones geJ:1erales relativas a estas magnitudes de varia­
bilidad ilimitada (1).

Para estos convenios se parte de fijar ún determinado sentido
de rotación y se consideran positivos los ángulos cuyo vértice
es un punto cualquiera, A, de la esfera y está~ descritos en
aquel sentido (fig. 67), Y una vez hecho esto para un punto de
la esfera, se generaliza el convenio para cualquier otro punto
de [a misma, siguiendo la ley de continuidad.

'(1) Véase, en particular su memoria, «Enbwioklung der Grundiormein.
des sphiirischen Trigonometrie in gflosstlmogliche Allgemeinheit, Berichte
.über die Verhandlungen der K. Saechs. Ges, der Wíss. Math.cphys, Klasse,
1860. Bd, 12=;Ges, Werke, pág. 71 Y sigo Leípzig, 1886.
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En lo que sigue tomaremos como positivo el sentido contra- .
-rio al movimiento de las agu.jas de un r.elor: por otra parte es
preciso 'también asignar un sentido de recorrido a cada círculo
má'%.imo de la esfera, y aquí no basta ya establecer un convenio
para un círculo y por una transformación. contintJ~exten'derlo
a todos los demás, puesto que todo círculo máximo puede lle­
varse a coincidir con cualquiera otro de dos modos esencialmente
diferentes.. Por esta razón, cada vez que 'hayamos de considerar
un círculo deberemos fijar el sentidoque le corresponde y aun
en ocasiones habremos de mirar. el mismo círculo como dos figu- .
ras distintas, según le atribuyamos uno u otro sentido. Con estos
-conmenios se puede hacer corresponder a cada círculo máximo un
polo determinado, P, a saber, aquel de los dos polos. definidos
en' Geometría elemental, desde el cual aparece recorrido en sen­
.tidopositivo; y análogamente,' a cada punto corresponde un
«círculo pola'Y>lrecorrido en un sentido determinado. Dé esta ma­
nera queda fijado el) Trigonometría completamente, sin ambigúe­
dad, el importante «proceso de la polarización)).

Sean, ahora, tres puntos A, B, C,.dados sobre la esfera; para
definir sin ambigüedad el triángulo esférico de vértices A, B y e,
serán necesarios algunos datos más. En primer término debe
fijarse un sentido sobre cada uno de los tres círculos mlÍ!ximos
B C, CA y AB Y además hay que indicar cuántas veces han. de
ser recorridos en. el sentido fijado para ir de B a C, de e a A y
de A a B, respectivamente. Las longitudes a, b y ¿ así determi­
nadas, que pueden ser magnitudes reales cualesquiera, se llaman
lados del. triángulo esférico, y, naturalmente, las supondremos
trazadas sobre una esfera de radio 1. Los ángu:los se definen '
entonces del modo siguiente: o; está engendrado por la rotación
en sentido posi~ivo que hace pasar del sentido positi'lJO del lado
CA, que termina en A, al sentido positivo de} lado AB que parte
de A, pudiéndose agregar al ángulo así obtenido un múltiplo
.cualquíera de *'2 'lt' ; Y cosa análoga se .dice para los otros ángu­
los. Consideremos un triángulo esférico elemental ordinario, corno
el de la figura 68, y fijemos los sentidos de los, lados de modo
.que a, b, e, sean rnenores que "lt'; entonces se ve que los ángulos
.o;,~, '(,según esta nueva definición, son los ángulos externos .del
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triángulo, no, como en el convenio elemental, sus ángulos' in­
teriores:

Es un hecho de antiguo conocido 'q~e las [ármulas de la Tri­
gonometría esférica tornan forma más sencilla y simé~rica cuan­
do se reemplazan los ángulos del triángulo, medidos como de or­
dinario, por sus suplementos. La verdadera razón de ello es la
siguiente: El proceso de polarización antes indicado hace corres­
ponder a cada triángulo determinado siguiendo los convenios de
Mobius, otro triángulo, llamado triángulo polar o suplementario
del primero" y se ve fácilmente q~e en éste, por virtud de dichos.

Figura 68

convenios, los lados y los ángulos son, respectivamente, iosúsi­
gulos y los lados de aquél. Segdn esto, toda' fórmula de Trigono­
metría esférica escrita con arreglo a estas notaciones debe seguir
siendo cierta cuando en ella se camqien a, by c por ::z,0y¡, res-.
peciiuamente ; por consiguiente, debe presentar una simetría ~en­

cilla. Por el contrario, cuando los lados y ángulos se miden en
el sentido elemental, no puede subsistir, la simetría, sino que la
forma de la relación- entre un triángulo y su suplementario de­
pende de cómo se suponen tomados en cada caso 'particular los
lados y ángulos, así como del criterio que' decida cuál se haya'
de tomar entre los dos polos de un círculo dado, en el que no se .
ha fijado ningún sentido.

Es,ahora, claro, que de los seis elementos del triángulo .es-,
féricoasí definidos solamente tres' pueden variar de un modo
continuo e independientes uno de otro; p. ej ., dos lados y elán­
gulo que forman. Las fórmulas de Trigonometría esférica esta­
,blecen un cierto número de relaciones entre los elementos de urt
triángulo, o, dicho' más exactamente, un sistema de relaciones.
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algebraicas entre sus doce senos y cosenos, por el cual, sólo tres.
de estas doce magnitudes pueden variar arbitrariamente, en tan- ..
to.que las otras nueve dependen algebraícamente de éstas, sien­
do de notar que al tomar senos y cosenos, se prescinde, natural-·
'mente, del convenio acerca de la adición de un múltiplo cual­
quiera de 27t". Concebida la Trigonometría, en general, cqmo el
conjunto. de todas las relaciones algebraicas posibles de esta na-o
turaleza, podremos sintetizar su objeto, adoptando un criterio
moderno, de esta manera:

Consideremos las magnitudes

x1=éosa j x 2=cosb, x.1=cosc, X 4 = COSa, 'x,;=cos~, x 6=COSy

como coordenadas de un espacio de doce, dimensiones, E J 2 ; el'
conjunto de todos sus puntos, que realmente corresponden' a un
triángulo esférico posible a, .~., ¡representa una. »ariedad alge-·
braica tridimensional V 3 de este El2' y esta V.1 debe ser estudiada
en E1•2. Con esto, la Trigonometría esférica queda incluída den­
tro de la Geometría analítica general macltidimetisionol,

La variedad V; debe poseer diferentes simeirias sencillas;
así, resultaba del proceso de polarización que la sustitución de
a, b y c por a, ~ y ¡ conduce a un nuevo triángulo esférico, lo
que en este nuevo modo de hablar se expresará diciendo que­
de cada punto de V3 se deduce otro perteneciente a la misma
variedad cuando Se cambian XJ'l x 2 , 'X3 , YI' Y2 , Y3 por X 4 ' X5 , x 6 '

Y4 , Ys ' Y 6 , respectivamente.
Otra simetría se deducirá de la consideración de que dado

un triángulo, la descomposición del espacio en ocho octantes'
. por. los planos de los tres círculos máximos origina otros siete
triángulos ad.yocentes, cuyos elementos, se obtienen de los del
triángulo primitivo por simples cambios de signo y adiCión de 7t" ;
esto hace deducir de cada punto de V3 otros siete, cuyas coor-,
denadas resultan de cambios de signos en las xI' ... , X 6 •

El conjunto de todas éstas sim~trías conduce,. en 'último tér­
mino, a un cierto grupo de permutaciones y cambios de signo de
lascoordenadas de E~2' que transjorman: V 3 en sí misma.

La-cuestión más importante, ahora, es encontrar las ecuacio-.
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"
nes algebraicas a las, cuales satisfacen las coordenadas de los
puntos de V 3 Y que forman el conjunto de las fórmulas de la T1'i­
gonometria esférica, Puesto que siempre cos 2 a.+ sen 2C(::;:: 1, se
tienen, por lo prnto, las seis relaciones cuadráticas:

(i = 1, 2, "', 6) [1]

que, geométricamente hablando, representan seis superficíes ci­
líndricas de segundo orden 5(2) que contienen' la 'Variedad V3 •

Otras seis fórmulas nos da el teorema' del coseno,' de la Tri­
gonometría esférica:

, COS a =.cos b cos e - sen b sen c COS a,

del cual por polarización se deduce

COS a = coss cos "( -sen el; sen ¡ COS a.

Estas fórmulas y las cuatro que de ellas se deducen por per­
'mutación cíclica de a, b, e y a, ~, 'Y representan seis superficies
.cúbicas 5(3) 'que pasan por Y,,:

X¡=X2;X3'-:Y2Y3X4' X 2=X3X¡c-y"y¡xó' X3=X¡X2-Y¡Y2XG" (2]

X4=,X5XG-YóYGx¡, X 3=XGX4-Y,¡Y4X 2 ' xr,=x,¡xó-Y4Y 5X3', [3]

Finalmente, podemos rutilizar el' te~rema del seno, que se ex­
presa por. la anulación de los .menores de la siguiente matriz:

1

sen a. sen h, sen e,

\=1
Y1 , 112, ' 1/3

l'sen a, sen ~, sen" Y4' Y5 , ,y(;

'que desarrollados nos dan:

[4]

'cuyas ecuaciones representan "tres cuádricas 5(2), de' las cuales
-solamente dos son independientes. Tenemos, pues; en total,
quince ecuaciones establecidas para V3 en. el espacio E12'

Ahora bien, .para determinar .una figura tridimensional en el
-espacio E¡2' .no bastan en general, 12-3=9 ecuaciones; puesto
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que ya en la Geometría ordinaria del espacio Es no es preciso,
corno se sabe, que cada curva en el espacio, sea intersección
completa dedos superficies; el ejemplo más sencillo es el de las
cúbicas, para cuya determinación son necesarias tres ecuaciones,
por 10 menos. Se ve fácilmente también en nuestro caso que las
nueve ecuaciones [lJ y [2J no determinan la variedad-F, ; pues
es sabido 'que del teorema del coseno se puede deducir el del
seno, salv,oun signo, que .suele determinarse por consideracio-
nes geométricas.' .

La cuestión sería, ahora, saber qu¿ ecuaciones trigonométricas
y en qué número determinan completamente la variedad V, que
-nos ocupa. Sobre todo, quisiera formular aquí cuatro cuestiones
bien precisas, acerca de las 'cuales no se ha dado hasta hoy con­
testación adecuada; merecería, pues, lq pena estudiarlas a fondo,
cosa que es de suponer no fuese muydifícíl para quien tenga
alguna habilidad en el manejo de las fórmulas de la Trigono­
metría esférica'. Estos problemas son:

1.0 ¿ Cuál es el orden de Vs?'
2.° ¿ Cuáles son las ecuacionesmás sencillas que siroen. pa.ra

caracterizar' V s ?
3.° ¿ Cuál es el sistema completo /le ecuaciones linealmente

independientes representativas de V,', es decir, de las ecuaciones
i, =0, ..., J,,=O, tales que por composición lineal de las mismas
-con factores racionales enteros m p ... ,' m n pueda obtenerse la
ecuación de cualquiera otra superficie que pase por Vs ' en Ia for­
ma, mIJ1 +...+m"fn = O? Esto puede exigir el conocimiento de
más ecuaciones que las que resuelven el problema 2~o

4.° ¿ Qué identidades algebraicas (las llamadas sizigias) exis­
ten entre estas n fórmulas JI' ..., in? .

Se puede encontrar orientación sobre estas materias en in­
.vestigaciones real izadas exactamente en la misma dirección; aun­
que planteadas en forma un poco diferente que ésta,. que pueden
verse en la Dissertation de la Srta. Chisholm (ahora señora
y oung) el( lá Universidad de Gotinga -(1) el año 1894, que es

'la primera tesis doctoral llevada a cabo por una mujer en Prusia.
Entre las contribuciones de la Srta. Chisholrn, merece citarse'

(1) AlaE'braiselH.fruppel1thE'oretiscbé U ntersuchungcn zur sphaerischen
'Tr.igonQmetrie, Géittingcn, 18915,



en primer término el emplear como coordenadas independientes
las cotangentes de las mitades de los lados y de los ángulos;

pues como tg -.!:...- (y también, naturalmente, cot -.!:...- es una fun-
2 , . . 2

ción fundamental por cuyo' medio se expresan uniformemente
cosx y sen .x, todas las ecuaciones trigonométricas pueden ' ex-

presarse como relaciones algebraicas entre cot.!L, ... , cot ~
2 2

Los ~riángulos esiéricos forman, por consiguiente, así, una marie­
dad algebraica tridimensional V, en el-espacio de seis dimensio-

, '. a e
nes E 6 , cuyos puntos tienen por coordenadas cot -, .••, cot--", 2 2

cot~, ... , cot~ . La Srta. Chisholrn demuestra que esta varíe-
2 ·2

dad es de orden 8, . Y puede representarse como inteTsección
completa dé tres superficies de segundo grado (ecuaciones cua­
dráticas) del espacio E 6 y ~studia también las otras cuestiones
que hemos planteado desde nuestro punto de vista.

En mis lecciones sobre' la función hipergeométrica (1), he lla­
mado al grupo de fórmulas de Trigonometría esférica de que he-'
rnos hablado hasta ~~quí, y que enlazan los senos y cosenos de
los lados y ángulos" fórmulas de primera especie; frente a ellas
hay otro grupo esencialmente distinto, las fórmulas de segunda
especie, que son las ecuaciones algebraicas que fijan las [uncio­
nes trigonométricas de los semiá~g'ulos y semilados . Para su
estudio, lo' mejor es considerar las doce magnitudes

'a
cos-­

,2 '

a
sen-.-.,

:2
'" , a

cos­
2'

a
sen -:),

'"

como coordenadas de un nuevo espacio de doce dimensiones E/ 12 ,

en el que los triángulos esféricos forman, como antes, 'una va­
riedad algebraica de tres dimensiones V's' Entre estas fórmulas
figuran en primer término las muy elegantes que a principios
del siglo pasado fueron casi simultáneamente publicadas, inde­
pendientemente unos de otros, por Delambre (1807), l\1'oll'weide
(1808) y, por último, Gauss (180lJ) en la Theoria motus corporum

(1) Redactadas por E. Ritter, 1893-94. 2.aed. Leipzig, 1906.
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coelestuun; Núm. 54 (1). Son las doce que se deducen por per~

mutación cíclica de las:

a
sen-

2

b-c
sen--

2
~+Tsen--

2
a

sen-­
2

h-~
cas---

2
a

ca'l--
2

~-Tsen ---
2

------ = ::¡=~~~--
o:

tien-
2

. asen--
2

b+c
sen---

.2
e:

cas =--
2

P "ícas ---
2

h+~cos---
-'2

a
cas -­

2

~+Tcas ---
2

--~-- = :::¡::: -----

Lo que las diferencia esencialmente de las fórmulas de pri­
mera especie es el doble signo que contienen ; debiendo tomarse
en todas ellas, cuando se aplican al mismo triángulo, siempre el
signo superior o. el inferior, habiendo triángUlos tanto de la una

.como de la otra clase. La V's de los triángulos esféricos en el es-
pacio E' 12 hace poco definido, satisface, pues, a dos sistemas
completamente distintos de doce ecuaciones cúbicas cada Uina y,
por consiguiente, se descompone en dos variedades algebraicas

sepa;adas: Vs correspondiente a uno 'de los signos, el 'superior

p.' ej., y Vs al otro. Esta curiosa circunstancia es la que da a tales
fórmulas la gran importancia que tienen en la teoría de los tri­
ángulos esféricos y hace que representen mucho más que una
mera transformación de las antiguas ecuaciones, que a lo sumo
sirviera para simplificar el cálculo trigonométrico. Delambre y
Mollweide consideraban las fórmulas sólo desde este punto de
~ista práctico; Gauss f~é el primero que advirtió la importancia
señalada, pues llama la atención expresamente acerca de la po­
sibilidad de un cambio de signo «cuando se concibe el triángu­
10 esférico en su más amplía generalidad». por este motiv~ me
parece muy justo llamar a estas fórmulas, fórmulas de Gauss,
aun. cuando no sea suya la prioridad en la publicación.

Toda la' transcendencia de este hecho no fué, sil). embargo
reconocida hasta Study, que la expuso en su obra ya citada
(pág. 261) en 1894. Su resultado pr ineipal se puede enunciar del

(1) Abgedruckt Werke, Bt\. VI[, pflg. 67. Leipzig, lC{)6.
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modo más cómodo' cuando se considera el espacio de seis di­
mensiones, E 6 , que tiene por coordenadas los valores a, b, e,
a, B, '1 considerados como variables ilimitadas; las llamaremos
elementos transcendentes, del triángulo en contraposición ia Jos

elementos algebraicos cos a, ... o cos~, ... ; puesto que aquellos
" 2 "

son funcioñes transc.endentes y éstas funciones algebraicas de las
coordenadas ordinarias de los vértices del triángulo. En este es­
pacio E 6 se designa al conjunto de todos los triángulos esféricos,
corno la variedad transcendente. v'3 <o, cuya imagen en E'12 era
la variedad algebraica V'~ antes considerada; y, puesto que ésta.
se descomponía en dos, partes y las funciones representativas

cos .!!:.., '•.. son funciones uniformes y continuas de las coorde-
2'

nadas transcendentes, también la variedad transcendente V3 ""

debe descomponerse en dos partes separadas, por lo menos.
El teorema de Study se. enuncia. entonces así: La variedad hans­
cendenie V3 <o de los valores a, b, C,a, B, y relativos aun triángu­
lo esférico de la clase más general se descompone en dos partes,
separadas una de otra, correspondientes a los dos signos que
aparecen en las fórmulas de Gouss, y cada una de ambas partes
forma un continuo, conexo. Lo más importante de este resultado
es la exclusión de cualquiera otra descomposición; por consi­
guiente, no se puede llegar por nuevos estudios sobre las fórmu-,
las trigonométricas a divisiones análogas' y tan profundas de 'los
triángulos esféric¿s. Los triángulosdt,¡' primer grupo,'corres­
pondiente al signo superior en las fórmulas de Gauss, reciben el,
nombre de triángulos propios, y los que pertenecen al otro gru-,
po, el de impropios, con cuyas denominaciones se puede enunciar
brevemente el teorema de Study diciendo que' e/conjunto de
todos los triángulos esféricos se descompone en un coniin.uo de­
los propios y uno de los impropios .El lector podrá hallar en la

. obra de Weber-Wellstein (1) más pormenores sobre este asunto
y una demostración del teorema de Study; aquí nos limitamos
a indicar los resultados del modo más intuitivo posible.

Agreguemós algo más sobre la diferencia entre .ambas clases
de' triángulos. Supongamos dado un triángulo esférico cualquie-

(1) . Tomo II, 2,a ed., 1907, ,~ágl385 Y sigo
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fa, es decir, un «sistema de valores posibles» de a, b, c" el, ~ yy
cuyos senos y cosenos satisfacen a las fórmulas de primera espe­
CÍ"e, y ,que,'por consiguiente, representan un punto de l'3 '":
¿cómo se podrá distinguir si se trata de un triángulo propio Q

de uno impropio? Para verlo, comenzaremos por formar los res­
tos positivos mínimos ao' bo' co' O:o'~o' 'Yo de los números dados
respecto al módulo 21t:

...0'

ao == a (mod 2rc), ... ,

0'< ao < 2rc

ao == a(mod 2 i'c)

0<ao<2rc

Sus senos y cosenos coinciden con los de a, ..., 0:, ••• ; de
modo que representan· un nuevo triángulo esférico,que llama­
remos reducido respecto del primir ivo, o triángulo de Mobiu:s,
atendiendo a que Móbius condici~)l1ó l~ variabilidad de los ele- '
mentas del triángulo a 'que no llegasen. a 21t. Ahora vamos a
distinguir, acudiendo a una pequeña tabla, cuándo un triángulQ
de Miibiu« es propio o impropio j puede verse esta tabla en una
forma algo menos clara en Weber-Wellstein (pág. 252, 379, 380)
que también contiene figuras (pág. 348, 349) correspondientes a
los tipos de triángulos propios e, impropios. Llamaremos como
de costumbre ángulos entrantes a los comprendidos' entre a y
'21t', Y por razón de brevedad aplicaremos la misma denomina­
ción a los lados del triángulo esférico, Tenemos, entonces, en to­
tal, cuatro casos típicos' de ambas clases:

»

»

»

entrantes

11: Triángulos de Mobius propi.os:

1)0' lados entrantes; O ángulos entrantes
'2) ,1» » '2 ángulos contiguos »
3) '2» » 1 ángulo comprendido ))
4) ,3» » 3 ángulos »

JI. Triángulos de lvI.obius impropios:

1) O lados entrantes; 3 }ngulos
2) 1)) » 1, ángulo opuesto
3) '2» » '2 ángulos opuestos
4) 3)) )) O ángulos

No existen otros casos que los aquí enumerados, de modo que
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-con. esta tabla se puede distinguir la naturaleza de cualquier tri~

ángulo de Miibiu«..

El paso al triángulo general a, ... z, ... desde su correspon­
diente triángulo de 'Mohius se realiza, según lo antes expuesto,
mediante las fórmulas:' .

.a=ao+n1 ·2",
a=·ao + v1 · 2",

b=bo+n 2 · 2",

B=Bo+v 2·2'Jt',

c=co +n3 .2'Jt'

1=10+'13.27':

y se verifica el teorema: .El triángulo' gerieral tiene o no el mis­
,mo carácter de ser propio o impropio que el triángulo reducido,
.según. que la suma de los seis números enteros nI + n2 + n3 +

+'V 1 + '12 + '13' sea par o impar;' con lo cual queda completamente
determinado el carácter de cualquier triángulo. '

Vamos a terminar esta parte del curso ,con algunas obsersa­
.ciones acerca del área del triángulo esférico, asunto del que nada
Se trata en las investigaciones de Study, ni en la obra de Weber­
Wellstein; aunque este concepto adquirió importancia con mis

.antiguas iruoestigaciosies teárico-iuncionales sobre triángulos de
lados circulares. Mientras que hasta ahora el triángulo no era
más . que el conjunto de tres ángulos y tres lados que satisfacen

'él. los teoremas del seno y del coseno. trátase aquí ahora del 'área
'limitada por estos tres lados, perfectamente determinada; en cier­
to modo, como de una membrana tendida entre los tres 'lados

-se cortan formando ciertos ángulos.

No hay que tener ya aquí en cuenta' los ángulos exteriores
a" B, 1 del triángulo, como hasta ahora hemos hecho por razones

11e simetría, sino que hablaremos de los ángu.los que la membra­
na forma en los vértices, y que, para abreviar" llamaremos án­
gulos interiores; los designaremos porh, tL", V" (fig. 69). Tam-
bién pueden considerarse estos ángulos .como magnitudes

'variables cualesquiera que sólo pueden tomar valores positivos;
porque no queremos -excluir el caso de ser los vértices de la
membrana puntos de recubrimiento, es decir, en que los ~ngu­

los pueden recubrirse, Análogamente, designaremos por 17':,. ¡n,,,,
11,,,, las longitudes absolutas de los lados,. que también supone-

.mos variables positivas. ilimitadas. Ahora, sin embargo, no po-'
1.1r1n ya todos los lados y ángulos recubrirse un número arbitra-
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tia de veces, independientemente unos de otros; es decir, no
podrán contener un múltiplo cualquiera de 2'lt; sino que el hecho
.de que exista una sola, membrana conexa, con estos lados y
ángulos, se expresa por ciertas relaciones entre los números de
estos recubrimientos, que eh mi trabajo: Ueber die Nullstellen
der hipergeometrischen Reihen. (1) he designado con el nombre

-de relaciones complementarias de la Trigonometría esférica y

A

Figura 69

son las siguientes, designando por E(x) el mayor número entero
,positivo' contenido en x, (E(x)<x):

E(+)=E( A-~;V+l )

E(' ~ )= E{- A + l~-- v + 1 )

E ( -}) = E (- A- 112+ v+ 1 ) .

y puesto que E(t), por ejemplo, indica el' múltiplo de 2"

'Contenido en el lado h, estas relaciones determinan precisamente
los números de recubrimiento de los lados l7':, m'lt, n'lt cuando
.se con9cen los ángulos An', ¡J.'lt, V7': con sus números de recubri­
miento. En particular se ve fácilmente que, siendo positivos.j.,

(1) Mathematische Annalen, tomo 37, 1888; reproducido en la edición
<fe las Obras completas de Klein, tomo l l , pág. 550, 1921.

18
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[J. y '1,' sólo unO de los tres números A-IJ'~'I, -r-). + [J.-'I, '-'-'A­
-[J. +\1, a lo sumo, puede ser positivo; por consiguiente, tampo­
co puede h~ber más de uno de los tres argumentos 'de los segun­
dós miembros mayor que 1, y puesto que E(x)=O para x<l,
sólo uno de 16s tres números de recubrimiento de lados puede
ser diferente de cero. Podemos, pues, decir: en una membrana
triangular solo puede recubriese (ser>2r.) a lo sumo un lado:
el opuesto al mayor ángulo.

En lo que respecta a la demostración de estas relaciones
complementariqs, remitimos al lector al curso autografiado de
Klein, Ueber die hypergeometrische Funktion, pág. 384 y sig.,
donde, lo mismo que en el trabajo antes citado, inserto en klath.
Analen, tomo 37, el estudio está hecho con una mayor genera­
lidad,pues se consideran, además. «triángulos esféricos» limita­
dos por círculos cualesquiera, no necesariamente máximos. Aquí
nos limitaremos. a sintetizar en pocas palabras el proceso de la
demostración. Se parte de un triángulo elemental en el que se-

Figura 70

guramente puede colocarse tensa una membrana, y se va gene­
ralizando sucesivamente hasta llegar a las formas más generales
posibles de membrana, mediante la reiteración de agregaciones
convenientes de membranas de forma circular en los lados o con
puntos de ramificación en."los vértices. La figura 70 muestra
como ejemplo, representado en proyección estereográfica, un
triángulo ABe que se obtiene partiendo de uno elemental, por
superposición de una semiesfera limitada por el círculo. máximo
AB, COn lo cual tanto el lado AB como el ángulo en e se recu-
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bren una vez. Se ve que en este proceso, las relaciones comple-'
mentarias se conservan, encontrándose finalmente que su validez
subsiste para las membranas triangulares más generales a que
se puede llegar con este método de construcción.

Veamos ahora cómo se comportan estos triángulos que satis­
facen a las relaciones complementarias en la teoría general antes
expuesta. Evidentemente, son casos particulares, puesto que en
el caso general, los números de recubrimiento de lados y ángu­
los son completamente arbitrarios, casos especiales cqracterizados
precisamente por la posibilid~d de la tensión de una membrana.
Puede con esto, indudablemente, surgir una desorientación en
el primer momento. Hemos visto, en efecto, que todos los tri­
ángulos propios-s-cuyo conjunto no necesita satisfacer a las
relaciones complementarias-e-forman un continuo; y que, por
consiguiente, cada uno de ellos se puede deducir, por ley .de
continuidad de un triángulo elemental; parece, pues, que la
membrana tensa en este triángulo elemental no puede perderse
en esta transformación continua operada en el triángulo. La so­
lución de esta dificultad se encuentra generalizando al área el
principio de Mübius sobre ,la determinación del signo " entonces
se considera un área positiva O negativa, según que su. contorno
sea recorrido en sentido positivo (contrario al de las agujas del
reloj) o en sentido negativo. Si el área considerada está limitada
por una curva que se corta a sí misma, deberá. entrar en el cálcu­
lo como suma algebraica de las diferentes partes de que consta,
tomando cada una con el signo correspondiente' al sentido en que
se recorre su contorno; p. ej., en la figura 71, deberá tomarse la
diferencia de las partes que se distinguen. por el distinto rayado,
yen la figura 72, por el contrario, la suma. Estos convenios son,
naturalmente, simple expresión geométrica del contenido de la
definición analítica.

Aplicando esto, en particular,. a los triángulos Iimítados por
arcos de círculo, se ve que, en efecto,.a todo triangulo propio se
le p1~ede asignar un área sobre la esfera, y al recorrer una sola
uez el contorno del triángulo, los de sus diferentespart.es pue­
den ser recorridos unos en sentido positivo y otros en sentido
negativo; de biendo, en consecuencia, tomarse estas partes' en el
calculo con el signo respectivo. Los triángulos que satisfacen a
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las relaciones complementarias' sólo tienen entonces la particu­
laridad d~ componerse de una sola porción de membrana cuyo
contorno está recorrido en sentido positivo; esta propiedad es la,

Figura 71 Figura 72

que les da la gran importancia que tienen en la teoría de fun­
ciones,en cuyos estudios los he utilizado..

Para aclarar más esto, recurriremos a mi ejemplo. Conside-

Figura 73

remos (fig. 73) el triángulo ABC representado en proyección es­
tereográfica, en el que A es el punto de intersección de los círcu­
los máximos BA y CA más alejado del arco BC; al segundo
punto de intersección lo designamos por A'. Aplicando la defi-
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nición general de los ángulos exteriores (pág. 263) a sus suple­
mentos, Jos ángulos interiores, se ve que ¡L'lt' y '1:7': miden los giros
que llevan a coincidir los lados BC yCA Con BA y CB, respec­
tivamente, y,' en este caso, son positivos'; del mismo modo, A'lt'
mide el giro que lleva AB a AC y, por tanto, es negativo; para
mayor claridad, pondremos )...=.-1', )...':>0.

El triángulo A'BC es, entonces, evidentemente, un triángulo
elemental con los ángulos )""7':, ¡L7':, '1'7':, los tres positivos. Recorra­
mos, ahora, el contorno del triángulo ABC en el sentido indica­
do; entonces será recorrido el triángulo elemental A'BC en sen­
tido positivo, pero el huso esférico AA' en sentido negativo y
tendremos 'que calcular el área del triángulo, según los convenios
de Móbius, como diferencia entre las áreas de ambas porciones.
Esta descomposición de la membrana del triángulo en una parte
positiva y en otra negativa, según el sentido en que se recorre
su contorno, se puede quizá representar' de un, modo intuitivo
imaginando que la membrana está vuelta en A', de modo que
en el huso menor se ve la cara que en el cálculo debe contarse
como negativa. Seda fácil, siguiendo este método, presentar
ejemplos más complicados.

El mismo ejemplo que nos ocupa va a servirnos para ver que
dentro de este concepto general del área, conserva su validez la
fórmula' elemental del área de la Trigonometría esférica. Como
es sabido, el área del triángulo esférico con los ángulos )...7':, ¡L7':,

'1'7': sobre la esfera de radio 1 está dada por el llamado exceso es-
,jérico ()... + ¡L +.'1-l) 7':, siempre que )..., ¡L, '1.>0. Veamos ahora
que esta fórmula es también cierta para' nuestro triángulo ABC.
Desde luego, el área del triángulo elemental A'BC es igual .a
()...' +¡L+ '1-1) 7': ; 'de este valor tenemos que restar' el área del
huso AA', de ángulo )..."(lo, que es igual a 2)..'(lo (puesto que el área
de un huso es proporcional a su ángulo y. para el ángulo ~;h-Ia

esfera completa-vale 4'lt'). Resulta, por lo tanto, como área
de ABC:

(A.' + fl + \i - 1) 1t - 2 A:1C = ( - A: + fl -1- 11 - 1) 1C = (A -i- fl + 11 - 1) 1C •

De un modo semejante se deducirá probablemente que cuando
en un triángulo propio general con 'ángulos y lados arbitrarios
se quiere tender una membrana compuesta de varias partes, y se
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determina. su área como suma algebraica de las de sus partes, a
las que se da el signo que les corresponde aplicando el principio
de los signos, subsiste la fórmula de 1 área (A + [J.+ '1-1) 'lt", don­
de, naturalmente, por t;«, [J.~, '1'lt"' se entienden los ángulos reales
y efectivos de la membrana, y no, como anteriormente, los án­
gulos exteriores. La investigación que exige este tema no ha,
sido realizada todavía" pero no creemos que encierre grandes
dificultades y sería de desear que. se emprendiese. En particular
sería importante estudiar, desde el punto de vista de las consi­
deraciones anteriores, el papel de los triángulos impropios.

Con esto damos ya por terminado lo que nos proponíamos
decir acerca de la Trigonometría, y pasamos a la segunda impar...
tante aplicación de las funciones goniométricas, que también
cae dentro de la enseñanza elemental.

B. Teoría de las pequeñas oscilaciones, y, en particular,

del péndulo

Recordemos brevemente la deducción de las 'leyes del péndu­
lo; que se acostumbra dar en la U niversidad empleando el
Cálculo infinitesimal. Consideremos un péndulo (fig. 74) de

Figura 74

masa m, y longitud 1, y sea p la amplitud de la semioscilación
medida a partir de la posición de equilibrio. Puesto que el peso,
mg, ejerce su acción hacia abajo' en dirección 'vertical, se deduce
fácilmente' de las ecuaciones fundamentales de la Mecánica que
el 'movimiento del péndulo está definido por la ecuación:

d}y, g
--o- = - - sen <p

d.r;2 l
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Para pequeñas amplitudes se puede sustituir sen ep por ep con
suficiente aproximación; obteniendo, entonces, para las llama­
-das oscilaciones infinitamente pequeñas del péndu.l~, la ecuación :

[2]

La integral general de .e~ta ecuaci6n se expresa, como es
sabido, por funciones circulares, que aparecen aquí gracias a
.sus propiedades diferenciales, como ya indicamos antes; esta
integral general es

11 = A senV-r t + B cosVr t

donde A. Y B son constantes arbitrarias; o, escrita de otro modo,
" introduciendo las constantes e y lo, llamadas amplitud y fase de

laoscilaci6n :

[3]

-de cuya expresión se sigue para la duración de una oscilación

·el valor T~21CV+.
Completamente distinto al método seg,uido eh estas sencillas

consideraciones, que aun podrían Hacerse más intuitivas, es el
llamado elemental, que suele utilizarse en la enseñanza secunda­
ria para deducir las leyes del péndulo, Ocurre que en tal ense­
ñanza- se elude por todos los medios el Cálculo infinitesimal y,
al 'mismo tiempo, por la naturaleza misma de la cuesti6n, la Físi­
ca exige su empleo, lo cual da lugar a un método creado ad. hoc,
que contiene ideas del Cálculo infinitesimal, pero sin nombrar­
las, naturalmente, la consecuencia de este modo de proceder es
una complicación extraordinaria, si se quiere proceder con rigor,
y huyendo de esta complicación quedan realmente tales lagunas
en el razonamiento que apenas puede hablarse ya de demostra­
ción de las leyes del péndulo. Y así .se da el curioso fenómeno
de que, acaso. el mismo profesor, en una clase-la de Matemá­
ticas-ponga el mayor cuidado en la exactitud lógica del razo-
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namiento, a la que según su modo de ver, todavía influido por
la tradición del siglo XVIII, no satisface el Cálculo infinitesimal,
y, en cambio, en la clase siguiente-la de Física-echa mano sin
escrúpulo de razonamientos muy discutibles, empleando audaz­
mente los infinitamente pequeños.

Permítasenos recordar, para la más completa inteligencia del
asunto, la marcha de la deducción elemental de las leyes del pén­
dulo tal como aparece en los libros-de texto y en la enseñanza.
Se parte del péndulo cónico, es decir, de un péndulo que se
mueve con velocidad, v, constante sobre un círculo alrededor de.
la »ettico; que pasa por su centro como eje; de modo que el hilo
describe un cono circular (fig.75). Este es el movimiento que se

Figura 75

designa en Mecánica con el nombre de precesión regular. La
posibilidad de tal movimiento se supone establecida experimen­
talmente, y, la cuestión que se plantea es encontrar la relación
existente entre la velocidad, v, y el ángulo constante ep =·ez que
mide la desviación del hilo de su posición vertical (el semiángulo
en el vértice del cono que describe).

Se observa en seguida que el extremo inferior del péndulo
describe un círculo de radio r=Zsen ez, que puede reemplazarse
por r= la, suponiendo el suficientemente pequeño, y. se considera
la fuer:aa centrífuga, deduciéndose la fórmula que relaciona ésta
con la velocidad v del punto móvil en que actúa:

1)2 1)2

m'-=n~"--'-
r l.a
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a la cual debe oponerse para el mantenimiento del movimiento
una fuerza igual, dirigida hacia el centro del circulo, llamada
[uerea cenirip eta, Pero ésta aparece como la segunda componen-­
te, in. g . tg a, del peso (fig. 75), cuando éste se descompone en­
una fuerza de dirección del hilo y otra ~n el plano del círculo,
y como -para valores suficientemente pequeños de a se puede­
sustituir tg a por a, resulta: -

v2

m'--= mg·a
l- IJ. •

o v=aVUT

La duración, T, de la oscilación del péndulo, esto es, el tiem­
po en el cual recorre toda la ci rcunferencia 2"r = 271:la, es, por
lo tanto:

T= 21tla = 2 1t Vl -
v g ,

es decir, la precesión regular del péndulo cónico-para un ángu­
lo, a, de desviación suficientemente pequeño-es de tma dura~

ción determinada, independiente de a.

Examinemos brevemente esta _parte de la deducción: pode­
mos conceder, primeramente, como admisible la sustitución de:
sen a y tg a por a, .que también se emplea en nuestra deducción
exacta (pág. 278) ; pues precisamente realiza el paso de las osci­
laciones finitas a las infinitamente pequeñas. En cambio, se. . ~

advierte que la fórmula empleada para la fuerza centrífuga sólo
ha podido ser deducida «elementalmente» prescindiendo-de cier-.
tos conceptos cuya justificación estriba precisamente en el Cálcu­
lo diferencial; la misma definición de fuerza centrífuga exige
en el fondo el concepto de la segunda derivada, cosa que la de­
ducción elemental da como admitida, - Por esto, cuando no
se puede decir claramente de lo que se trata, surgen las ma-.
yores dificultades para la comprensión, que desaparecen por
completo con el empleo del Cálcuíoríiferencial. No hace falta
entrar aquí en más pormenOl;es, que puede ver el lector en algu­
nos programas, muy dignos de ser leídos, del director del Real-
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gymnasium de Güstrow, H. Seeger (*), y en un estudio muy
interesante de H. E. Timerding: «Die Mathernatik in den phy­
sikalischen Lehrbüchern» (**). En los trabajos de Seeger se
hace, entre otros, una .crítica completa de la deducción de la
fórmula de la fuerza centrífúga, desde nuestro punto de vista; hi
obra de Timerding contiene investigaciones de los métodos ma­
temáticos usados tradicionalmente en la enseñanza de la física.

Sigamos con la deducción elemental de las leyes del péndulo. ,
Hasta ahora sólo hemos obtenido la posibilidad de un moui-

. miento uniforme sobre un círculo; si .irnaginamos en el plano de

Figura 76

este círculo (esto es, en nuestros «descuidos» el plano tangente
a la esfera) un sistema de ejes coordenados x,. y (fig. 76), el
movimiento está representado, en el lenguaje de la Mecánica
racional, por las ecuaciones:

'V-l 'lx = l, IX COS 9 (t - to)

y ~ l . • . senVt (t':' 1,) [41
. g,

(*) Über die Stellung des híesigen Realgyrnnasiums zu einern Besch­
Iusse der letzten Berliner SchulkonferenzfGüstro " 1891, Schulprog. núme­
ro 649)., Über die Stellung des hiesigen Realgymnasiurns zu dem Erlass
des preussischen Unterricrtsministerium von 1892 (1893, N.O 653). Bemer­
kllngen über Abgrenzung und Verwertung des U nterrichts in den Elementen
der 1nfinitesirnalrechumg (1894, N.'" 658).

(**) Tomo I1, fascículo II de los «Abhandlungen der deutschen Unter­
.ausschusses der Internationalen mathematischen U nterrichtskommission»,
Leipzig y Berlín, 1910.
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[51y ~ o,

Pero laque queremos obtener son las oscilaciones planas del"
péndulo, eS decir, el extremo del péndulo debe moverse sobre
una recta del plano X Y, el eje X, y la ecuación de sumovimien-
to será, en consecuencia, '

x = l . c.cosV~ ~f- fo),

de lo cual resulta, para el ángulo de desviación cp = ~ , la

-ecuación [31. Es, pues, necesario-e-obsérvese bien-e-pasar de las
ecuaciones [4] a las [5] sin poder hacer uso de las ecuaciones
diierenciales. de la dinámica. Esto se logra estableciendo el prin­
cipio de la composición de pequeñas oscilaciones, según el cual
si son posibles dos movimientos x, y y x p YP también lo es el
x+x1 ' y +Yl' Entonces, se puede, en efecto, combinar el moví­
miento pendular hacia la izquierda [4] con uno hacia la derecha:

Va , '
;1:1 = l. o: -cos: l (t - to), Yl = - l. u. •senVr (t - to);

y el movimiento ~+xp Y+Y 1 es, en efecto, el buscado [5], sr
ese toma a=-_,
2

En una crítica de estas consideraciones, debe examinarse
ante todo cómo se puede establecer el principio de la. superposi­
ción sin utilizar el cálculo diferencial o, a 10 menos, cómo puede
.adrnitirse. Sobre todo, queda también siempre en estas exposi­
ciones elementales el 'escrúpulo de si las diferentes circunstan­
-cias de que sucesivamente herrios ido prescindiendo, no forma­
rán una masa ·que dé al final, un error perceptible, aun cuando
cada una de ellas sea por sí sola despreciable. No es preciso in­
sistir más en esto;' el lector puede por sí mismo juzgar; me
limito a señalar que en cuanto hemos dicho de esta cuestión se
trata de un punto central en el pro blema de la enseñanza: apa­
rece en primer término, con toda claridad,' la necesidad de la
consuietociá« del Cálculo infinitesimal; y, después, la necesidad
de una introducción general de las funciones goniométricas in­
dependientes de la Geometría del triangulo, que permita tales
.aplicaciones generales.
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Pasemos, finalmente, a la última aplicación de las [unciones:
goniométricas de que nos proponemos tratar.

,
C. Representac:ióri de las func;iones periódicas por series de-

funciones goniométricas (series trigonométricos)

Como es sabido,en Astronomía, Física matemática, ... se­
presentan a cada momento funciones periódicas que han de ser
sometidas al cálculo, y entonces la representación que encabeza,
estas líneas es el recurso más valioso y del cual se hace un uso
constante. Imaginemos, por razón de .comodidad, elegida la uni~

dad de modo que la función periódica y == ¡(x) tenga el perlo-.
do 21': (fig. 77); se trata de averiguar si se pl~ede representar

Figura 77

aproximadamente f(x) por una suma de cosenos y senos de 111úl-­
tiplos enteros de x desde el primero hasta el enésimo, afectados'
de coeficientes constantes, conoenieniemenie elegidos; es decir,
si Se podrá sustituir f(x), con un error suficientemente pequeño;
por una expresión de la forma:

S; (x) = ~ + al cos x + a2 coe 2 x +
2·

+ b1 sen x+ b2 sen 2 x +
+ ,an cos nx ~

+ s; sen nx \
[1]

1El factor -- , que afecta al término constante, tiene por obje--
2 .

to hacer completamente generales las expresiones que luego de­
duciremos para los coeficientes.

Hemos de comenzar, como en otras ocasiones, lamentando­
la exposición que ordinariamente se da de esta teoría. En lugar-
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<le considerar en primer término el problema elemental que aca­
bamos de enunciar, lo 'plantean como si lo único interesante
fuese la cuestión teórica a él aneja: saber si puede representarse
exactamente f(x) por una serie infinita. Una honrosa excepoión
-es, por ejemplo, la de Runge, en su Theorie und Praxis der. Rei­
hen (*). Y, sin embargo, este punto de vista teórico no tiene
para la práctica absolutamente ningún interés: porque en ésta,
naturalmente, siempre se suma un número finito de términos,
que no es ni siquiera demasiado grande; pues hacerlo de otro
modo no tendría ventaja alguna para el resultado práctico. In­
teresa observar que del solo hecho de ser convergente una serie
no puede ya deducirse que sus primeros términos representen
'Con alguna aproximación la suma; así como, recíprocamente,
puede ocurrir en algunas ocasiones que los primeros pares de
términos de desarrollos en series divergentes sean suficientes
para obtener una buena representación práctica de una función.
La importancia de esta óbservación Yadica en que quien Sola­
mente conozca la exposición ordinaria mencionada y quiera
aplicar, por ej.; en Física, la~ series trigonométricas, fácilmente
'Caerá en error si no tiene en cuenta esta advertencia.

Todavía resulta más extraña esta omisión de las series trigo­
nométricas finitas al ver que han sido estudiadas de un modo
completo desde hace mucho tiempo; sus principales propieda-:
des fueron expuestas ya por el astrónomo Bessel en el año .1815.

Puede hallar el lector más pormenores sobre la historia y biblio­
grafía de este tema en el artículo de Burkhardt sobre Trigono­
metrische Lnierpolatum; publicado en la Enciclopedia, t. II A 9,
página 642 y siguientes.

Por lo demás, las fórmulas de que aquí se trata coinciden en
10 esencial con las que aparecen en las demostraciones usuales
de convergencia; sólo que las ideas que las asociamos tienen
otro matiz y son más propias para su manejo por el práctico.

Vamos a tratar con algún detenimiento de la cuestión tal
como la hemos planteado, para lo cual, hemos de hablar pri­
mero de la determinación más conveniente de los coeficientes

(*.) Sarnrnlunp Schubert, XXXII, Leipzig, 1904.



a yb para un núme-ro dado, n, de términos. Para esto ha hecho
uso Bessel 'de una idea tomada del método de los mínimos cua­
drados. El error 'que se comete cuando se sustituyef(x) en el
punto x por la suma Sn(x) de los 2n +1 .primeros términos de
la serie trigonométrica es f(x)-S",(x), y una medida de la bon­
dad de la representacion. en todo el intervalo O~x«21C' de un
período de f(x) sera la suma de los cuadrados de todos los erro­
res,' por consiguiente, la integral:

f
2 1C

J = [{(x) - S; (x)J2 dx
o _

La aproximación 1nás con'V~niente de f(x)vendra dada por la
suma Sn(x), tal que esta integral, J, sea un mínimo; .aplicando
esta condición determinó Bessel los 211, +i coeficientes: a o• al'
a2 • • • • , an, bl' b2 , ... , b",. Pero para que exista ~1 mínimo, puesto
que J debe ser considerada como función de los 211, +1 coeficien­
tes ao, ... , bn, son condiciones necesarias:

dJ_ O
da¿ - ,

dJ =0,
tla¡

-!:.L == O
db, '

, '

dJ = 0l
d - ,

an
{

dJ~ .~=o
db¿ '

[2]'

y siendo luna función cuadrática esencialmente positiva de
ao, .:., b'n!, dedúcese fácilmente de aquí que los malores de las
'Variables determinados por estas 2n -1-1 ecuaciones dam ireaimen­
te un mínimo de J.

Diferenciando en estas ecuaciones bajo el signo integral,
resulta:

{21C \

Jo [{(x) - s, (x)Jdx = O I'
21C 21C,1 [f(x)~Sn (x)] cos x dx=O, .. ·.1 (((x)-Sn (x)] cos nx dx=O [2'J

21C 21C \f· [{(x)-Sn (x)] sen x dx=O, , .. , { [{(x)-Sn (x)} SeU na; dx=O.
, o • o
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Ahora bien; si efectuamos la integración del producto de
S,n(x) por un coseno o seno, se tiene, para '1 = O, 1, 2, ... , n:

12 71: a 12
T: .. S¿(x) cos '1 X dx = ~ cos '1 X dx +

o 2 o '

, 171: '

+ al f cosai cos '1 X dx +
o 1

2 11:

+ an COS nx cos '1 x dx '
o '

j ' 2 1t . (211:
+b1 o .sen x cos '1 X dx + ... + b';J

o
sen nx cos yx dx.

Según 'las propiedades elementales de las integrales de las
funciones goniométricas, todos los términos del segundo miern­
bro son nulos, salvo el término en queInterviene el coseno con
el índice Y, que vale av 11:; de modo que se tiene:

[

2 71: '

S; ex) cos Y xdx = av'lt.
• o \ '

('1= O, 1,2, ... , n)

Para que esta fórmula general sea aplicable al

hemos tenido que poner el. coeficiente ao bajo la

Exactamente del mismo modo se deduce:

caso de '1 = O.
1

forma -.- Oo.
2

1
2 11: . '

o Sn(x)sen'lxdx = bv'lt. ('1 ± 1, 2, ... , n)

De estas sencillas relaciones se sigue que cada una de. las
ecuaciones [2] sólo contiene una de las 2n +1 incógnitas; pu­
diéndose, por )0 tanto, escribir ya:

1 [211:
a'l = 1( {(x) COS '1 dx,

• o
1 211: .

b .= -- ( {(x),sen '1 X dx,
'1 'lt l:. ' o

(,=1',2, .:., n) ¡
('1= 1,2, .. " n) ~

[3J

'Sustituyendo estos valores, como supondremos siempre en
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.adelante, en la expresión de S.(x) , la integral J alcanzará, en
"efecto, un mínimo, cuyo valor es:

. 21t [2 n 1f f(x)2dx=7r. ao + ~(a~ + b,;).
" o 2 y=l

U na observación importante despréndese de aquí: los valores
obtenidos para los coeficientes son completamente independientes
del número de términos tomados en la serie, y, por tanto, el coefi­

-cienie correspondiente aun término cos vx o. sen 'i X conserva
exactamente el mismo ealor cuando se emplea este término so~o

o juntamente con cualesquiera otros para el cálculo aproximado
de f(x), aplicando el mismo principio. Si, por ej., se quiere en­
contrar un valor 10 más aproximado posible de f(x) utilizando
un solo término con coseno, ay COS'iX, deberá ser

r. f{(x) -ay cos v x]2 dx = mín.,
o . "

.Y se obtiene el mismo valor antes indicado para ay • Esto hace
que este procedimiento de aproximación sea' muy cómodo para
'la práctica; pues si se quiere aproximar una función cuya gráfi~

ca se asemeje a la del seno, utilizando un múltiplo de sen x, y
se ve después que esta aproximación no es suficiente, se podrán
agregar' otros términos Ysiernpre atendiendo al principio de los
mínimos cuadrados), sin tener que cambiar en nada el primen ..

Veamos ahora cómo la suma. Sn(X) así determinada se apru­
.xima a la función dada f(x). Para estas investigaciones' me pa·
rece muy conveniente el empleo de un método en cierto mOGO

"experimental: dibujar para algunos casos concretos las gráficas
-de las curvas de aproximación S.(x); esto da una representación
viva del objeto, y hace despertar el interés y el deseo de una ex­
plicación matemática aun en las personas de escasa preparación.

En una de mis anteriores lecciones (semestre de invierno
1903-4), en las que traté cirounstanciadarnente de estas materias,
dibujó el señor Schimmack, ayudante mío a la sazón, unas figu­
ras, algunas de las cuales vamos a considerar ahora ~

1'0 Ejemplos sencillos y que arrojan mucha luz, son los que
-derivan de líneas compuestas de seg-mentos rectilíneos. Suponga-
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rnos, por ejemplo, la línea y=f(x) que sube desde o hasta .2:..... . . 2

en línea recta inclinada 45", y desciende después con la misma

p~ndi~nte hasta x:;= 3')'l't y, por último, nuevamente sube, síem...
~ .

pre con la inclinación de 45° hasta x:;=2'lr, continuando después
periódicamente fuera del intervalo (O, 2'1\'). Calculemos los coefi­
dentes que le corresponden: todos los ay serán nulos, puesto
que J(x) es función impar, y. quedarán solamente los términos
de senos y se obtendrá, como se ve fácilmente:

S (x) =; (se;2x _ sen3~ x + se~~ x ~ + .. :)

En la figura 78 está diseñado el curso de las sumas Iimitadas
al primero y a los dos primeros términos. Estas gráficas se acer-

-tAo

------------- SI
........................,.... 5J

Figura 78

can cada vez más a la de la función y~f(x), a medida que va
aumentando el número de, sus intersecciones con ella.

Especialmente es digno de observarse, que' las curvas de
aproximación se van comprimiendo más y más en los vértices de

la línea, que corresponden a ; , 3
2';",

... , aunque corno fú.ncio-

nes analíticas que son, no pueden tener ningún punto anguloso,
2.° Supongamos, ahora,que la línea y=f(x) va ·de x=ü a

X='ll:, siguiendo una recta de 40° de inclinación hacia arriba, que
salta .en X="lt hasta valer -'1\' y nue,:,amente sigue una .recta in­
clinada 45° hasta x=2'1\', etc. ; se compone, por lo tanto, de seg­
mentos rectilíneos paralelos trazados por los puntos x=O, 2'1\',

19
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4'lt, e... , del eje x. eIntercalando en los puntos de discontinuidad
los' segmentos verticales que los unen, la función discontinua
estárepresentada por una línea quebrada continua (fig.~'9) que

Figura 79

se asemeja al trazado ede palotes con que se, InICIa la enseñanza
de la escritura. Tambié'h esta función es impar, de modo 'que no
aparecen los términos Con cosenos, y su desarrollo en serie es:

s (x) = 2( sen x _ sen 2 x + sen 3 x _ + ... )
, . 1 2 3 .

La figura representa las sumas de los dos, tres y cuatro r~i.

meras términos; también aquí es especialmente interesante ob­
servar cómo tienden las correspondientes gráficas a seguir las
'discontinuidades de f(x); así, por ejemplo, van atravesando al
eje x en el punto X='1t con una pendiente más pronunciada
cada vez.

3.9 El último ejemplo es el de una linea (fig. 80) cuya orde-

d O
'lt • r 1C 1C 3'lt·.,. 1na a entre y -- es ¡gua a-- i en tre -- y -- es ¡gua a cero;
2 222

ih 2 ' . 1 'lt 1 ' ,. d .,entre ---y 'lt es ¡gua a - - y uego sigue repínen o peno-
o 2 2 '

dicamente estos valores. Como antes, intercalaremos en los pun-



tos de discontinuidad segmentos verticales, obteniendo así una
Iínea como la indicada con trazo lleno en la figura. También

~ aquí s610 son diferentes de cero los coeficientes de Jos Senos,
puesto que se' trata de una' función impar, y su desarrollo es:

" . ..-

i , sen 21t sen 3x ' sen 5x sen 6x
! S (x) = sen x T 2' " + + 0+ + 2' • +
! 2 3 5 6

sen 7x O sen 9x+ 7, ,+ +'-9-+

La ley de los coeficientes no' es ran. sencilla en este caso
como en los ejemplosanteríoresy, en consecuencia, la sucesión
de las curvas de aproximación, de las cuales se han trazado en

":" ,. .>

"1,.
Ií·I!!

/¡
/ij

Figura 80

las figuras las correspondientes a sumas de los tres, cinco y seis
primeros términos, no es tan clara como en aquellos anteriores.

Viene, ahora, el problema de determinar la cuantía del error
que, para un determinado valor de x, se comete en general al
sustituir f(x) por la suma Sn(x); hasta ahora nos hemos ocupa-,
do solamente de ia integral de este error en todo el intervalo.
Designemos por ~ la variable de integración que aparece en las
integrales [3J, página 287, que dan los 'va'lores de los 'coeficien­
tes ay y by con el fin de distinguida del valor considerado, x,
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que suponemos fijo. Entonces podemos escribir así la serie
finita: .

1 12
11: [ 1 . 'Sn (x) =- dE, f (E) - + cos x (lOS E+ ...+ cos nxcos n E. .~2

o ..

+ sen x sen E+ ... + sen nx ser n E]

y efectuando la adición de cada par de sumandos en la misma
columna, podemos escribir:

112
11: [1S; (x) .=1t dE, OE) 2"" + cos (x - E) +

o •

La suma encerrada entre paréntesis puede efectuarse fácil­
mente, siendo. probablemente el camino más cómodo el paso a
la función exponencial compleja, y se obtiene así; extendiendo
el intervalo de integración de ~'!t hasta '!t, como consecuencia de
la periodicidad del integrando:

2n+l .sen .. (E ~ x)
2

1
sen - (E - x)

2

1 [+1tSr. (x) = -- dE, f (E) __...'--0 _

2~ .-1t

Para llegar a tener una idea del valor de esta integral, dibuje­
mos en primer lugar las curvas

1 ..

1sen-CE - x)
2

1
1:; = ± --- ---~---"--

2~

en el intervalo X"-1t<~<x+ '!t del eje ~; se obtienen así líneas
de forma parecida a la de la hipérbola (fig. 81). Entre estas
ramas de curvas oscila la curva .

1
Y¡ =-­

27::

2n+lsen 9.' (x - E)
:;.¡

1
sen 2 (x -E).
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y con tanta mayor frecuencia cuanto mayor sea 11; para ;=x,
2n+l . .

toma el valor '1) = ---, que crece con n. Supongamos, ahora,
270 .

'j'+1I: .para mayor sencillez, f(~) = 1; entonces, Sn(x)= 1¡ d~ re-
. -11:

presenta, sencillamente, el ár~a (rayada en la figura) limitada
por la Curva r¡ y el eje de las ~¡ Se ve inmediatamente, cuando
se tiene algún sentido de la continuidad, que para n sufíciente­
mente grande, los valores de las oscilaciones, tanto a la derecha
como a la izquierda, que alternativamente ·SOn positivas y nega­
tivas. se compensan, y que sólo queda el 'valor del trozo central

Figura. 81

que se estrecha indefinidamente hacia arriba y tiene como límite
al crecer n infinitamente, el valor f(x) = 1, como se ve fácilmen­
te. Lo mismo ocurre en general, siempre que f(x) no presenta en
x=~ una gran oscilación. .

Estas mismas consideraciones sirven de fundamento a la de­
mostración de convergencia de las series trigonométricas dada
por Dirichlet,que fué publicada por primera vez en el fama IV
del Journal de Crelle, en 1829 (1) ; más tarde, en 1837, el mismo
Dirichlet hizo una exposición más sencilla en el Repertorium

(L) Reproducido en Dirichlets Werkcn , tomo 1; Berlín, 1889, pág. 117.
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der Physik, de Dove y Moser (1). Hoy se encuentra ya esta de-
. .
mostración en la mayoría de los tratados; por consiguiente, no
necesitamos entrar aquí en más pormenores, limitándonos a
indicar las cond}ciórLes suficientes que debe cumplir toda fun­
ción para que pueda representarse. por una serie trigonométrica.
Supongamos dada f(x) en el intervalo 0<:(x<2~ y prolongada

ti¡

periódicamentefuera de él; Dirichlet hace entonces las dos hipó-
tesis siguientes, generalmente conocidas COI1 el nombre de con,;.

'diciones de Dirichlet :
a) Que j(x) sea parcialmente continua, es decir,que en el

intervalo (O, 2'lt') sólo tenga un número finito de discontinui­
dades;

b) Que' f(x) sea parcialmefLte monotona, es decir, que se
pueda dividir el intervalo (O, 27t') en un número finito de inter­
vales parciales en cada uno de los cuales l(x) no crezca, o no
decrezca; en otros términos, que sólo tenga un número .finito de
máximos y minimos (por esta razón son excluidas, por ejemplo,

.funciones del tipo se~1:-,- porque en el punto x"",O se acumulan
. x

un número infinito de máximos y mínimos) .
. Dentro de estas condiciones, demuestra Dirichlet que la serie

trigonométrica infinita representa para cada valor de :JI) en que la
función es continua exactamente el valor f(x):

lim S; (x) = ((x)
n=oo

Diríchlet demuestra, además, que la serie es tambiér: conver­
gente en los puntos, x, en que la función varía a saltos, y en
cada uno de ellos tiende a la media aritmética de los límites dé.
la funéión a la izquierda y a la derecha de x, o, como se escribe
ordinariamente: ' .

f(x+O)+f(x~O)
lim S." (x) -~
71,=00 2

Én la figura 82 se han representado estos puntos de, discon­
tinuidad y los valores que en ellos toma la serie.

(1) über die Darstellung ganz willkü'rIÍl:'her Funktíonen durcr Sinus
und Cosinusreíhen, Abgedruckt Werke, 'Bd. I, págs. 133~160 y Ostwalds
Klassiker, núm. 116, Leipzig, 1900.
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Estas. condiciones' de Dirichlet sólo son suficientes, pero de
ningJin modo necesarias, para que .f(x) pueda representarse por
la serie S(x); pero, por otra parte, tampoco bastaexig-ir simple­
mente la continuidad de f(x) , pues se pueden· construir ejem­
plos de funciones continuas en las cuales se pueden acumular
infinitas oscilaciones de tal manera que la serie S(x) sea diver­
gente.

Después de estas explicaciones teóricas, vamos a tratar del
lado práctico de las series trigonométricas, recomendando al lec­
tor que desee una exposición más completa de las' cuestiones re­
lacionadas con ésta, la obra de Runge' antes citada .(pág. 285),

()

Figura 82

en la que encontrará con todo' pormenor el problema del cálculo
numérico de los coeficientes de la serie, es decir, la manera de
'Calcular del modo más rápido y ventajoso posible las "integrales
que dan los valores de Gv y b~ correspondientes a una función
d~da.' . .. ' ,

. Se, han construído también. aparatos mecánicos especiales
para. el cálculo de estos coeficientes, los llamados analizadores

.armónicos.E~te nombre' hace referencia a la importancia que,'
'Como es sabido, tiene en Acústica el desarrollo de una función,
y="f(x), en serie trigono,métrica, problema que corresponde a
la descomposición de 'ltn sonido cualqu.ieray=f(x) (donde x es
el tiempo e y la. amplitud de la vibración) en «sonidos puros», es
decir, vibraciones sinusoidales y cosinusoidales puras. El anali­
zador construído por Coradi, de Zurich, permite determinar cada
vez los coeficientes de seis términos de senos y cosenos
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('1=1, ... , 6); en total, 12, coeficientes; el coeficiente ao 'se de­
2

·termina separadamente, con un planímetro. Micnelson. y St'rat­
ton han construído un aparato con el cual se pueden determinar
hasta 160 coeficientes (v= 1, 2, ... , 80); su descripción puede
verse en el citado libro de Runge. El mismo aparato puede
también, recíprocamente, sumar una serie trigonométrica dada
de 160 términos, es decir, dados los coeficientes a v:s b v, cons­
truir la función f(x); naturalmente, este problema, desde el pun­
to de vista práctico, es también de la mayor importancia.

El aparato de Michelson y Stratton ha hecho recaer nueva­
mente la atención sobre un fenómeno muy interesante y obser-

Figura 83

vado ya anteriormente (1), pero que había caído en el olvido..
Gibbs ha hablado nuevamente de ~I en 1899 en «Naiure, (2) y
por eso se llama fenómeno de Gibbs; de él vamos a decir algo.

El teorema de Dirichlet da para valor de la' serie trigo­
nométrica correspondiente a un valor determinado de x .el.

f(x+Q)+ftx-O) ¡en' el segundo ejemplo antes tratado (para
2 ,

fijar la atención en un caso concreto), la suma de la. serie así
definida representa la función indicada en la figura 83 en los
puntos aislados 7(;, 3 'lt', ••• Ahora bien, nosotros habíamos m-

(1) Según la Enzyklopadíe, tomo Tl , 12 (Trigonornetrische Reihen und
Integrale), H. Wilbraham conocía ya, y lo había estudiado y calculado, el
fenómeno.

(2) Tomo 59, 1898-99, .pág. 200. Scientific papers II,pág. 168, New­
York, 1006.



- 297-

terpretado ya la aproximación trigonométrica de modo distinto
al que lo hace el procedimiento de Dirichlet, en el cual es fijo
el valor de x y se hace .crecer infinitamente n ; habíamos fija­

do n y conside-rado Sn(x) C01t la '1.'ariable x y trazado las curvas
sucesivas de aproximación Sl(X), S2(X), ... La cuestión es ahora
ver en qué se transforman estas curvas cuando n crece infini­
tamente, 0, dicho aritméticamente, hacia qué valores' tienden
las Sn(x) cuando, suponiendo variable la x, se hace crecer n in-

finitamente. Intuitivamente, es evidente que ahora la función
limite no puede referirse, como antes, a puntos aislados, sino
que ha de representar un trazo de línea continuo. A primera
.vista, parece natural pensar que esta curvase compondrá pre-
cisamente de las ramas contihuas de y=f(x), más los segmen­
tos rectilíneos verticales 'que unen ,los puntos f(x+O) y f(x-O),
correspondientes a las discontinuidades; en nuestro ejemplo,
pues, la línea dibujada en la figura 79; pero la realidad no es

Figura 84

ésta, sino que se ve que el trozo 'V~rtical de la . línea límite so­

bresale siempre en un segmento finito por encima dei punto
f(x+O) y debajo del f(x-O), en la forma representada en la
figura 84 .

•
Esto se había observadoexperirnentalrnente ya en las cur-

vas dibujadas por el aparato de Milchelson, y se atribuyó al
principio a Inexactitudes del aparato, hasta 'que, por fin,' Gibbs
reconoció que así debía Ser. Designando, en' general, por D la
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magnitud del salto, D=lf(x+O)-f(x-O)I, Gibbs ha dernostra­
.do que las prolongaciones tienen una longitud igual a

~ .D [' 00 sen E d ~ ~ .L O28 D ~ O09 D.
1: ¡: c; 1:' ,

• o "

En 10 que respecta a la demostración, basta efectuarla para
una sola función discoRtinua, tal como la del ejemplo, puesto
que todas las demás funciones de igual salto pueden deducirse

. de' ella por adición .de funciones continuas ; la' demostración: RO
es muy difícil y se deduce inmediatamente de la fórmula inte­
gral de Sn(x) (pág. 292). Por lo demás, trazando con cuidado un
número suficiente de curvas de aproximación puede verse. con
toda claridad cómo se originan los salientes de Gibbs.

Sería muy interesante ver muchas otras particularidades que
presentan estas curvas de aproximación, pero no podemos en­
trar en ello, pues nos llevaría demasiado lejos; al lector que le
interese este asunto le remitimos a la memoria de Fejér, publi­
cada en el tomo 64 de Maihem, Ann., 1907, rica en contenido
y de fácil lectura..

Con esto terminamos lo 'que, nos proponíamos decir especial­
mente acerca de las, series trigonométricas para hacer 'una

E~cursión sobre el concepto general de ~unción

. que por su naturaleza, y también históricamente, se halla: muy
cerca de aquéllas. .

Si, como acostumbramos, seguimos el proceso, histórico de
este concepto, observarnos, primeramente,. que en los autores
más antiguos, como Leibnis y los Bernoulli,sálo aparece el con­
cepto de función en ejemplos particulares: potencias, funciones
trigonométricas; y otras análogas. No. se 'encuentra formulado
este concepto de 'un modo general hasta el siglo XVIII.

lo" En Euler, por el año 1750 (para nombrar solamente nú...

meros redondos); encontramos dos' definiciones d'istinfJls de la
palabra función:'

a) En su « ¡;'ürod(;ctio)) define y como función de x a toda
expresiónanp.líticaen x, es decir,' a toda expresión compuesta

, de potencias, logaritmos, funciones trigonométricas, etc., de la
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variable x, sin expresar claramente cuáles pueden ser .estas com­
binaciones, Establece ya la clasificación corriente de las fun­
dones' en algebraicas y transcendentes,

b) Junto a esto se ve que, pata Euler, estaba también de-
Jinida una función y=f(x) cuando, refiriéndola a ttn sistema de
ejes coordenados, x. y, se da trazada una curva cualquiera «li­
bero manus ductu» (fig. 85). Euler no establece relación alguna
entre ambas definiciones. '

2." Lagrange ·restringe extraordinariamente el concepto de
función en su Théorie des fonctions analytiques, publicada al­
rededor de 1800, limitándolo al de las llamadas [umciones ana-

y:: y (x)

_-l-------------x
Figura 85'

líticas, que. están definidas por series potenciales. En la Mate­
mática moderna se' conserva esta denominación de «funciones
.analíticas» con. el mismo significado, pero se demuestra que for­
man sólo una clase especial de las funciones 'que realmente se
tratan en el. Análisis. Ahora bien, al principio, una serie po­
tencial:

sólo definía una función en el interior de su campo de conver­
gencia, y, por lo tanto, en un cierto entorno de x, Pero se en­

-contró pronto un método que permite extender más allá el carn- r :

po de definición de la función. Si, por ejemplo, Xl (fig. 86) es
un punto situado en el campo de convergencia 'de P(x) y des­
arrollamos esta función en serie ordenada por las potenci~s as­
-céndentes de X-Xl:
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puede ocurrir que el campo de convergencia de esta serie sea
más amplio que el primero, apareciendo' así definida la fun-.
ción en un campo . más extenso, que aún puede aumentarse en
muchos casos aplicando reiteradamente este procedimiento. Este
proceso de la prolongación analítica es muy conocido por cuan­
tos se 'han ocupado algo con la teoría de las funciones de varia­
ble compleja.

Obsérvese que cada uno de los coeficientes de la serie po'­
tencial P(x) y, por consiguiente, toda ia fune.ión, y, está ter-

fr_'.z
~

Figura 86

minada cuando se, conoce el curso de la función y a lo largo de
un trozo tan pequeño como se quiera del eje de las x, p. ej., en
un entorno del punto x = O; pues con ello se conocen los valo­
res de todas las derivadas. de y parax=O, y se tiene, como es
sabido :.

y"(0)=a2 , "',

Una función analítica, en el sentido de Lagrange, 'está, por
consiguiente, . completamente determinada en la totalidad de.su
campo de variabilidad, cuando es conocida en un segmento tan
pequeño como se quiera, Esta propiedad se encuentra en contra­
posición con el comportamiento de una función' en el sentido
de' la segunda definición de Euler ; puesto que ésta permite­
prolongar- arbitrariamente cada elemento de una. función.

3." El concepto más completo de función se debe a [, ].
Eourier, uno de' los muchos matemáticos notables que había en
París a principios del siglo XIX. SU obra principal es la Théorie
analytique de la chaleur (1) que apareció por el año 1822, aun­
que la primera comunicación sobre esta teoría fué presentada.
ya en 1807 a la Academia de París. Esta obra es la fuente de

(L) Reimpreso en: Fourier, Oeuvres, t. 1, París, 1088.
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todos los métodos de la Física matemática actual, la cual puede
ser caracterizada por la reducción de todos los problemas a la
integración de ecuaciones de derivadas parciales con valores pres­
-critos en el contorno, lo 'que constituye los llamados problemas
de contorno. Fourier estudió, en particular, el problema de la
propagación del calor que, en un caso sencillo, puede enunciarse
,de este modo: el contorno de una placa plana circular se man­
tiene de un modo permanente en un cierto estado de .tempera­
tura, p. ej., una parte a la temperatura del hielo fundente y la
otra a 'la de ebullición del agua (fig. 87)1. que situación estacio­
naria, en orden a. la temperatura, se crea como consecuencia
del proceso de conductibilidad del calor? Aquí se introducen,

Figura 87

pues, los valores de contorno, que puedenser dados en sus di.
ferentes partes arbitrariamente e, independientes entre sí, apa­
reciendo, por lo tanto, nuevamente, la segunda definición eule­
riana del concepto de función" opuesta a la de Lagrange.

4.<> Esta definición subsiste también en lo esencial en los
trabajos de DirichLetya mencionados (pág. 293); la única va""
riación estriba en estar traducida ial lenguaje del Análisis, o
-usando una palabra moderna-s-, aritmetizada. y, esto es, en
efeeto, necesario j pues, naturalmente, una curva, por fina que
pudiera trazarse, nunca puede definir can exactitud la corres­
pondencia entre los valores-de x y de y, puesto que el trazo tie­
ne un cierto espesor, lo cual obliga a que las longitudes corres­
pondientes, se, y, sólo pueden medirse con un numero limitado
de cifras decimales. '

Dirichlet formula el contenido aritmético de la segunda de­
finición euleriana del siguiente modo ,: Si, por cualquier' medio,
se hace corresponder a cada 'Valor de x comprendido en un in-
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Lernaio , un valor determinado de y, se dice que y es una fu¡ndón­
de x, De aquí se sigue que Dirichlet tenía ya este concepto com­
pletamente general de función, aunque siempre pensase, en pri­
mer término, en funciones continuas O poco discontinuas, como
entonces se hacía generalmente; porque' no es que no ideasen
ejemplos de continuidades complicadas/sino que apenas se creía
que pudieran ofrecer algún interés. Este punto de vista se re­
fleja en Dirichletcuando habla de los desarrollos -en serie de
funciones completamente arbitrarias (ganz willkij,rlicher Funktio­
nen) empleando exactamente, la misma expresión de Fourier
(fonctions entiér'ement' arbitraires}, aunque luego formulase,
como 10 hizo, con toda precisión, sus condiciones de Dirichlet
(pag. 294), a las cuales tenían que satisfacer las funciones por
él consideradas. '

5." Debemos, ahora, notar que por esta misma, época, alre­
dedor del año 1830, empieza a desarrollarse la teoría especial de
funciones de variable compLeja, que, poco a poco" en los tres
últimos decenios (1) próximamente, ha llegado a ser del dominio
corriente de los matemáticos. Este desarrollo viene asociado,
ante todo, a los nombres deCauchy, Riemann. y Weierstrass;
los dos primeros parten dé las ecuaciones en derivadas patciales
que llevan sus nombres, a las que 'satisfacen las partes real e
imaginaria, u, 1), de la función compleja:

f(x +iy) =.U: +io,

en tanto que Weierstrass define la función por una serie poten­
cial y el conjunto, de todas sus prolongacíonesanalíticas; con
10 cual vuelve, en cierto modo, al concepto de Lagrange.

Lo verdaderamente notable de ésto es que en este paso." al
campo complejo se unifiCan los dos diferentes conceptos 'de fun­
ción antes. expuestos. Vamos, siquiera sea ligeramente, a
ver cómo. '

. Consideramos la variable compleja s:;= x+ iy y la, serie po­
tencial ~ .

[I}

(1) Obsérvese que estas lecciones fueron explicadas por el profesor
Klein el curso 1907-1908 (N. del T.).



que suponemos convergente para valores pequeños de l.zl y,de­
fine, en la terminología de Weierstrass, un elemento de una
función analítica. Consideramos sus valores en 'un círculo sufi­
cientemente pequeño, de radio r y centro z=O, situado por en­
tero dentro del campo de convergencia (fig. 88), es decir, susti-

Plano e,

figura 88 .

tuímos en la serie potencial z= x + iy =r (cos o/ +i sen.e) y re­
sulta:

fez) =Co+ c1r(cos ~+.i sen. rp) +c2r
2(cos 2 epi + isen 2 ep) + ...

Separando las partes reales y las imaginarias, será:

de donde se deduce para la parte real de la función f(.z) ::

el signo negativo que aparece' en las partes imaginarias de los
coeficientesc lo hemos elegido para que todos los términos de
ue%,) aparezcan consigno positivo. La serie potencial quedefi­
ne fez) da, por consiguiente, para los valores. ,que "la parte real,
'lit toma en la circunferencia, considerada como función del án­
gulo rp, un desarrollo en serie trigonométrica de la forma ya tra­
tada, cuyos coeficientes son IZO' rV av, rV ~v.

Naturalmente, estos valores de 'u son funciones de rp en el
sentido' de Lagrange, siempre que la. circunferencia (r) esté con-
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tenida por entero en el campo de convergencia de la serie po­
tencial [l]. Si dicho círculo coincide con el «círculo de conver­
gencia» de la serie [1], que constituye todo el campo de conver­
gencia de la misma, no es preciso que la serie [1] y, por con­
siguiente, también la [2] no sea convergente y, en ese caso, los
valores de u(ep) pueden no ser funciones analíticas en el sentido
de Dirichlet.

Recíprocamente, dada, una distribución de valores de u(ep)
«arbitraria» en la circunferencia (r), _sin otra restricción quesa­
tisfacer a las «condiciones de Dirichlet», se puede des~rrollar

en una serie trigonométrica de la forma [2] y, con ello, quedan
determinadas las magnitudes ao' al' ... , ~l' ~2' .. ;, y, por consi­
guiente, todos los coeficientes de la serie [1] salvo la constante

j . ..' . .~

aditiva a~bitraria ~ f.~ . Se puede entonces hacer ver que esta
, 2

serie de potencias es también convergente dentro del círculo (1')
y que fa parte real de la funciónanalitica así determinada tiene
los valores u(ep) en el contorno del circulo; en' términos más pre­
cisos, aquella parte real tiende al valor 'u( ep) cuando ep tiende a
un punto de continuidad de u(ep).

Las demostraciones de ésto se deducen del comportamiento
de las series de poteneias en el interior de su círculo de conver­
gencias, estudio en el que no podemos detenernos. Basten estas
observaciones para hacer ver cómo por este camino vienen a coin­
cidir en cierto modo los conceptos de función de Lagrange y de
Fourier:Dirichlet, haciendo que la arbitrariedad' que existe para
los valores de la serie trigonométrica u( ep) a lo largo de dicha
circunferencia venga a concentrarse en unentorno del origen, tan
pequeño como Se quiera.

6." Ahora bien, la Ciencia moderna no ha permanecido in­
diferente ante las dos cohcepciones expuestas; pues la Ciencia,
como tal, no descansa nunca aún cuando aisladamente sus .inves­
tigadores puedan fatigarse.

Así, en oposición. a 10 que como antes hemos dicho caracte­
riza el punto de vista de Dirichlet, se ha llegado en los' tres últi-'
mosdecenios, en el estudio de las funciones reales, a funciones
lo más discontinuas posible, 'que, en particular, no satisfacen a'
las condiciones de Dirichlet; y se han encontrado los tipos de
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funciones más notables, que contienen singularidades complica­
dísimas acumuladas «en abigarrado montón». Lo que principal­
mente se trata de averiguar en estas investigaciones es hasta qué
punto subsisten para estas funciones «anormales» las propieda­
des establecidas para las funciones «razonables»,

7!' Por último, aún se liga a ésta una generalización moder­
na, todavía más amplia, del concepto de función. Ha,§ta ahora,
una función, estaba definida siempre en cada puntodel continuo
de todos los valores reales o complejos, x, o, al menos, en cada

- punto de un intervalo o un recinto dados. Pero 4tsde que el con­
cepto de conjunto, debido a G. Cantor, ha ido G9,~oéándose, más
cada vez, en primera línea, con lo cual el continuo de todos
los x no es otra cosa que un ejemplo de un «conjunto» .de pun­
tos, han aparecido en gran número funciones que sólo necesitan
ser definidas para los puntos de cualquier conjunto arbitrario, y
se dice, de un modo general, que y es función de x si a cada
elemento de un conjunto de cosas x (números o puntos) corres­
ponde un elemento de un conjunto y.

Una distinción entre estos novísimos conceptos y los anti­
guos se echa de ver inmediatamente: Los enumerados en los pá­
rrafos 1:' á 5." se han originado y han sido construidos en las
aplicaciones a las ciencias naturales j basta para ello fijarse en
el título de la obra de Fourier; en cambio, las investigaciones
indicadas en los párrafos 6:° y 7.()son producto de especulacio­
nes matemáticas puras, no debidas a necesidades planteadas por
el estudio de los fenómenos naturales, y que hasta la fecha. pue­
de decirse ,que no han tenido aplicación directa alguna. Natural ...
mente, un optimista creerá que indudablemente llegará un mo­
mento en que se hagan estas aplicaciones.

Corremos, por último, este cap'ftulo volviendo a nuestra cues­
tión de siempre : ¿ Qué parte debe tomar la escuela de todas estas
cosas? ¿ Qué es lo que debieran saber de las mismas el profesor
y el' alumno?

Digamos ante todo que no sólo es disculpable, sino perfecta­
mente justificado, que la enseñanza secundaria se mantenga re­
trasada un cierto lapso de tiempo, seguramente' algunos dece­
nios. respecto de los progresos más recientes de nuestra ciencia,
produciéndose lo que pudiéramos decir una cierta histéresis, tan-

20
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to más significativa, por desgracia, cuanto que alcanza más de
un siglo, ya que en dicha enseñanza se desconoce toda la obra
de Euler, quedando, por 10 tanto, para la reforma .de sus planes
de estudio todavía un campo muy vasto. Y 10 que nosotros pe­
dimos en la reforma es realmente bien modesto, cuando se com­
para con el estado actual de la ciencia. Deseamos solamente que
el concepto general de función de Euier en la forma restringida
o en la más amplia penetre como un fermento en toda la ense­
ñanea media; pero nunca por definiciones abstractas. sino por
medio de ejemplos elementales - de los cuales hay en abundancia
en-e! mismo Euler- que llegasen al alumno como algo vivo que
le pertenece. Claro es que hay que exigir más al profesor de
matemáticas, quien sería conveniente que, por 10 menos, cono­
ciese los elementos de la Teoría de funciones de variable com..:
pleja; y aun cuando no nos atrevemos a pedir otro tanto respecto
de Ü1S más recientes concepciones de la teoría de conjuntos, pa­
rece, sin embargo, justo el deseo de que entre tantos profesores
haya al menos, un 'pequeño número que, 'fuera de la cátedra,
se ocupen en el cultivo de. estas materias.

Hemos de agregar todavía algunas palabras sobre el papel
importante desempeñado por la teoría de las series trigonomé,
tricas en todo este desarrollo. Datos históricos 'muy completos
puede hallar el lector en la memoria de B,urkhardt, titulada
«Entwikclungeri nach oszillierienden Fwnhiionen» (especialmente
en la 2."', 3."' :ir 7."' parte), una «memoria gigante», como solemos
llamarla, que viene publicándose, en el tomo X del Ja7íresbericht
der deuischen. Mathematikervereinigung (1), en cuya obra ha
reunido más de 9.000 citas, conjunto tal de noticias bihliográfi­
cas, que seguramente no pueden encontrarse en ninguna otra
parte.

El primero que llegó a la representación de las funpiones en'.
general por series trigonométricas, fué Daniel Bernoulli, hijo de
Juan Bernoulli, que por el año 1760, estudiando el problema
acústico de las cuerdas vibrantes, observó que la vibración ge-

(1)' Terminada la publicación como cuaderno segundo de este tomo en
dos .semitomos, Én'el tomo 11 de la Enzyklopaedie figura un extracto. Las
referencias de Burkhardtialcanzan hasta 1850; para los trabajos posterio­
res a esta fecha puede acudirse al artículode Hilb y Riesz publicado en la
Enzyklopaedie, II, e, 10. . .
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neral de las cuerdas se puede representar por cornposicion de
las vibraciones sinusoidales correspondientes al tonofundamen­
tal y a los semitonos puros, lo cual envuelve el desarrollo en
serie trigorrométrica de la función ,que representa la forma de' la
cuerda.

Aunque eh el conocimiento de estas series se progresó rá­
pidamente, nadie creía que se pudiera' representar por tales se­
ries cualquier función dada gráficamente. En el fondo de todo
esto había ideas imprecisas que hoy nos son familiares y que per­
tenecen a la teoría de conjuntos. Se había supuesto de antemano,
sin poderlo expresar, naturalmente, que el «conjunto» de todas
las funciones arbitrarias, aunque se excluyan las discontinuida­
des, .es mayor que el «conjunto» de todos los sistemas, posibles
de valoresao' a Il a2 , ." bIl b2 , •• , que representa la totalidad de
todas las series trigonométricas.

Los conceptosprecisos de la moderna teoría de conjuntos han
arrojado sobre este asunto completa claridad y han probado que
aquel prejuicio era falso. Permítamé tratar con algún deteni­
miento esta .irnportante cuestión. Se puede reconocer fácilmente
que se conoce-el curso total de una función continua definida ar­
bítrariamenteen el intervalo (0,27t'), por ejemplo, cuando sólo
se conocen sus 'valores para los puntos racionales de este inter­
valo (fig. 89), puesto que por formar estos puntos racionales un

o
Figura 89

27[

conjunto denso en todas partes dentro de dicho intervalo, se
puede determinar con' la aproximación ique se quiera cualquier
punto irracional por medio de una sucesión de puntos raciona­
les, y, por la continuidad de la función, el valor f(x) viene dado



· como límite de la sucesión de los valores que toma la función
en los puntos racionales de aquella sucesión. Como, por otra
parte, el conjunto de los números racionales es «nwmerable»
(véase Apéndice II), es decir, se pueden colocar' todos estos
puntos de tal manera que a uno tomado como primero 'le ,s~ga

un segundo, a éste un tercero, y así sucesivamente, resulta que
dar una función continua cualquiera no es. otra cosa que dar
conjunto numerable de constantes-los valores que toma la fun-

· ción .en los puntos variables correspondientes de aquella suce­
.sión-c-exactameute de la misma manera que dar la sucesión nu­
merable de constantes ao' al'. a2, ... bl' b;a, ... equivale a daruna
una serie trigonométrica; de modo que aquelia idea de que el
conjunto de las funciones continuas s.ea,. por su naturaleza, ma­
yor que el de las series resulta completamente erránea, Análogas
consideraciones pueden aplicarse a las funciones discontinuas, con
tal de -que satisfagan a las condiciones de Dirichlet.

Más tarde volveremos sobre estos conceptos para tratarlos de
un modo más completo,

Eourier fué el primero que desvaneció todas estas ideas equi­
vocadas ; de ahí la gran importancia de su obra en la historia de
las series trigonométricas. Claro es que no dió estas razones, to­
madas de la teoría de conjuntos, pero tuvo el valor de creer en la
virtud' representativa de las series trigonométricas y apoyado en
esta fe expuso su validez. calculando algunos ejemplos .caracte­
rísticos de funciones discontinuas, como las que antes hemos
considerado. Los criterios generales de convergencia fueron de...
mostrados más tarde, como ya hemos dicho, por Dirichlet, 'que,
era discípulo pe Fourier, La obra de éste ha causado, por decirlo
así, una revolución en la matemática, pues para los matemáticos

· de aquella época tenía que ser algo sorprendente el hecho de
que pudieran representarse por medio de series de funciones ana­
líticas, funciones-arbitrarias formadas por leyes analíticas distin­
tas en diferentes intervalos parciales de la variable independiente.
En premio a este descubrimiento se dióentonces a las series tri­
gónométricas el nombre de series de Fourier, con el que hoy son
conocidas p.or todos, aunque toda denominación personal lleva
consigo una parcialidad manifiesta, cuando no una absoluta in­
justicia.
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Una segunda ooniribuciá« de Eourier debemos mencionar, por
último, siquiera sea brevemente; a saber, la consideración del
caso limite de las series trigonométricas, que aparece cuando se
hace creer infinitamente el período de la función representada;
y puesto que una función 'de período infinitamente grande es una
furición no periódica arbitraria a lo largo del eje de las x, este
caso límite da un medio para representar también fulncíones no. .. .
periódicas cualesquiera, Este paso se realiza pñmero mediante
una transformación lineal del argumento de la' serie que hace
representar funciones de cualquier período, 1, en lugar del antes
considerado, 271:, Y después, haciendo crecer 1 infinitamente. De
esta manera, la serie trigonométrica se transforma en la llamada
integral de' Fourier :

((x) ==i"" [<fi (\1) cos \1 x + ~ ('1) sen \1 xl d '1,

con lo cual, tp("I) y \);("1) se expresan, en cierto modo, como inte­
grales desde -00 hasta +00 de la función fex). 'Lo nuevo es,
pues, que el índice \1 recorre de un modo continuo todos los va­
lores desde -I;X¡ hasta i-l-oo en lugar de recorrer sólo los valo­
res O, 1, 2, ... , y que, en consecuencia, las funciones p('1) Y \);("1)
aparecen en lugar de los coeficientes a y b.

Dejando ya el estudio de las funciones transcendentes vele­
mentales que han sido hasta ahora el objeto de nuestras consi­
deraciones sobre el Análisis, vamos a tratar en un último capítula,
del Cálculo infinitesimal propiamente dicho.

111. Del Cálculo i·nfinitesimal propiame"te dicho,

Suponemos, naturalmente, que el lector sabe diferenciar e in­
tegrar y que estas operaciones las ha practicado repetidas veces.
Aquí vamos a tratar de cuestiones generales, como la fundamen­
tación lágica. y psicoldgica de la enseñanza de esta disciplina, y
otros temas de carácter análogo.

1. Principios generales del Cálculo infinitesimal

Comencemos por una obseroacián. general acerca de la natu­
raleza de la 'Maiemática, Se oye decir a los no matemáticos, en
particular a los filósofos, que la j'tIaiemáiica se ocupa solamente
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en deducir consecuencias lógicas de premisas claramente estable­
cidas, siendo completamente indiferente lo que dichas premisas
puedan significar y que sean verdaderas 'Ü falsas, con tal que no
sean contradictorias, Por el contrario, todo aquel que ha traba­
jada con fruto en investigaciones matemáticas tiene que hablar
de otro modo. En efecto, juzgan los primeros tan sólo por la
forma regular' en que cristaliza la: exposición de todas las teorías
matemáticas perfectamente acabadas, pero el investigador traba-:
ja en la Matemática, como en cualquier otra ciencia, nade aque­
Ha manera rigurosamente deductiva. sino sirviéndose esencial­
mente de su fantasía y procediendo por inducción apoyado' en re­
cursos puramente heurísticos. Se pueden presentar numerosos
ejemplos de grandes matemáticos que han encontrado los resul­
tados más importantes sin poder demostrarlos exactamente. ¿ Va
-a decirse por ésto que tales grandes aportaciones no deben ,te­
nerse en cuenta, y que, según aquella concepción, no constituyen
obra matemática, y sólo los sucesores del descubridor que, al
fin, encontraron sencillas demostraciones de dichas propiedades
merecen el calificativo de matemáticos ?Además, resulta capri­
choso el uso qué quiere darse a esta palabra; pues, mirando las
cosas sin apasionamiento, no puede negarse que el trabajo in­
ductivo del que establece por primera 'Vez urna proposición, es de
tanto valor, por lo menos, como el deductivo de los que la -de­
muestran por primera vez, ya que ambos trabajos son igualr:nente
necesarios, y el descubrimiento de la hipótesis de la conclusión
posterior. "

Precisamente en el descubrimiento y formación del Cálculo
infinitesimal ha ejercido un gran papel este procedimiento induc­
tivo que no se apoya sobre deducciones -lógicamente encadena­
das y el recurso heurístico más eficaz, [ué muy [recuentemente; en
este caso, la intuición sensible; y me refiero al decir esto a la in­
tuición sensible inmediata con todas sus inexactitudes, en la que,
por ejemplo, toda curva trazada tiene .siempre un cierto grueso,
no a la intuición abstracta, la cual postula ya como realizado el
paso al Iímlte que lleva a la línea matemática unidimensional.
Comprobaremos tal afirmación cuando, en el curso de esta ex­
posición, vayamos viendo cómo se han ido moldeando histórica­
mente los conceptos del Cálculo infinitesimal.
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Consideremos, en primer término, el concepto de integral;his­
tóricarnente empieza con el problema de evaluación de áreas y
volúmenes (cuadraturas y curvaturas). La, definición lógica y

abstracta determina. la integral.t f{x)dx, es decir, 'el área limita­

tadapor la curva 'Y = f(x) , el eje x y las ordenadas x =a, x= b,
como límite de sumas de rectángulos muy estrechos inscritos o
circunscritos a esta área. cuando su número crece infinitamente'
al mismo tiempo que sus bases decrecen indefinidamente; en
cambio, la intuición sensible considera el' área en cuestión no
cama límite, sino sencillamente como la suma de muchos rectán­
gulos muy estrechos ; pues, dada la ineludible inexactitud del di­
bujo, tendríamos que poner pronto fin a la reducción del tamaño
de los rectángulos (fig. 90):

Este modo ingenuo de pensar Se encuentra, en efecto, en to­
dos los grandes investigadores en el período de generación del

Figura 90 í-tigura 91

Cálculo infinitesimal. Podemos citar aquí, primeramente, a Ke­
plero, el cual en su «Nova siereometrio doliorum 'vinariorum» (1)
se ocupó con la cubicación de loscuerpos. Su interés principal
se concentró en la determinación de la capacidad de los toneles,

. y de su forma más conveniente; colocándose completamente en
el punto de vista que acabamos de indicar . Imaginaba el tonel,
10 mismo que cualquier otro cuerpo (fig. 91), como compuesto de
gran número de hojas delgadas, de papel, por ejemplo, colocadas

(1) Linz, 1615; reproducido en los clásicos de Ostwal1, núm. 165,
Leipzig, 1908.
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unas encima de otras, y medía su volumen como suma de' los de
estas hojas, cada una <le las cuales constituye un cilindro. De
modo análogo procedía en el cálculo de los cuerpos geométricos
sencillos, como la esfera, por ejemplo. La suponía formada por
gran número de pequeñas pirámides, con el vértice común en
el centro (fig. 92) Yentonce~ resulta el volumen, según la conoci-

Figura 92

da fórmula de la pirámide, .igual al producto de';::" por la suma de
3

todas las bases de las pequeñas pirámides, y reemplazando la
superficie formada por estas facetas por la superficie esférica, o

sea por 41tr2, obtenía la fórmula exacta ...!.'lt·r3
• Por lo demás, Ke-. ,. 3

plero hace constar expresamente el valor práctico y puramente
heurístico de tales consideraciones, relegando lo que concierne a
una demostración matemática rigurosa al llamado método de ex
haución .. Este método, que ya había sido aplicado por Arquíme­
des, conduce, por ejemplo, a la determinación del área del círculo,
sustituyéndola por la de los polígonos inscritos y circunscritos
cuyo número de lados crece infinitamente al mismo tiempo que
la longitud de los mismos tiende a· cero. La diferencia esencial
con la manera moderna de ver estriba en que, implícitamente, se
admitía la existencia del número que mide el área del círculo
como algo de absoluta evidencia, mientras que el Cálculo infini­
tesimal moderno prescinde de esta evidencia intuitiva y, basán­
dose en el concepto abstracto de límite. define el área como valor
límite de las áreas de los polígonos inscritos. Pero una vez esta­
blecida la existencia del área, el método de exhaución es un mé­
todo completamente exacto, que satisface también a las exigen­
cias modernas, y sirve para calcular aproximadamente aquella
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área partiendo de otras conocidas de figuras poligonales, Sin
embargo, se ve en muchos casos que este procedimiento es ex­
traordinariamentedifícilde aplicar y poco apropiado para en·
contrar los valores de áreas y volúmenes. Un escrito de Arquí­
medes descubierto por H. Heiberg en 1906. (1) demuestra que
aquel matemático no-aplicó nunca el procedimiento de exhaución,
sino que una vez que había encontrado el resultado, buscaba el
modo de demostrarlo rigurosamente por exhaución , Para lle­
ga¡- a sus descubrimientos, utilizaba las consideraciones tales
como la de que triángulos y segmentos de parábola están for­
mados por series de cuerdas paralelas, o que cilindros, conos y
esferas están formados por series de discos circulares.

Volviendo a 10 que decíamos del siglo XVII, encontramos ra­
zonamientos .análogos a. los de Keplero en el libro del jesuíta
Buenasienbura Camalieri, titulado «Geometría iruiiuisibilibus con­
tinuorum» (2), donde establece el principio que hoy se conoce

Figura 93

con su nombre: Dos cuerpos son equivalentes' cuando las seccio­
nes planas correspondientes a aliuras Lguales tienen áreas igua­
les. De este principio de Cavalieri se habla mucho en nuestras
escuelas; se cree poder evitar con Su uso el empleo del Cálculo
integral cuando realmente a éste pertenece por entero. La manera
de establecerlo Cavalieri viene a reducirse a imaginar los dos
cuerpos formados por discos delgados superpuestos, los cuales,
según la hipótesis hecha,. pueden considerarse dos a dos iguales

(1) Citado ya en la pág. 117.
(2) Bononiae, 1635; primera edición, 1653.



en área; es decir, uno cualquiera de los cuerpos se puede con­
siderar deducido del otro par traslación de los diferentes dis­
cos (fig. 93), en cuya operación no puede variar el volumen total,
puesto que aparece formado por sumandos iguales, tanto antes
como después de la traslación.

De un modo completamente semejante nos lleva la intuición
primitiva al concepto de derivada de una función, es decir, al de
tangente a una curva. Se sustituye aquí-y. así se ha hecho real­
mente-la curva por una línea poligonal (fig. 94), cuyos vértices

/'.~
Figura 94

están sobre la curva y muypróximos entre sí. Según la naturale- .
za de nuestra intuición sensible mirando la figura desde alguna
distancia, apenas puede distinguirse la curva de la sucesión de'
estos puntos y aún menos de la línea poligonal. La tangente a la
curva aparece así simplemente como recta de Ulliión de dos de
estos pu,ntos cons·ecutivos; por lo tanto, como prolongaeiónde

. uno cualquiera de los lados del polígono. Desde el punto de vista
abstracto y lógico, esta recta .. por muy próximos qu~ supongamos
los dos vértices que une, "natu.ralmentenunca deja de- ser una
secante, y la tangente es la posición límite a la cual se aproxime:
indefinidamente cuan-do la distancia entre ambos puntos tiende a
cero. Análogamente se concibe, desde el punto de vista de la
intuición sensible, como circulo de curvatura de una' línea, al
círculo que Pilsa por tres vértices consecutivos de aquel polígono;
mientras que, considerando rigurosamente, el círculo de curva­
tura es la posición límite de aquél cuando los tres puntos tienden
a confundirse en uno por la anulación de sus distancias mu,tuas.

La fuerza convincente que llevan consigo tales consideracio­
nes intuitivas varía mucho, naturalmente, de una a otra persona .

. Muchos hay-y yo me cuento entre ellos-e-queee consideran
extraordinariamente satisfechos con ella ; otros, en cambio, dota­
dos de un espíritu excesivamente lógico, encuentran tales intui­
ciones absolutamente vacías de sentido y no aciertan a imaginar
cómo puedan ser base de consideraciones matemáticas. Y, sin
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embargo, históricamente, los razonamientos de esta especie han
constituido frecuentemente el principio de nuevos fructíferos mé­
todos de demostración.

, y no es sólo esto; todavía hoy se recurre a estos conceptos
intuitivos, e 'involuntariamente se les concede validez en la Física
matemática, en la Mecánica, en la Geometría diferencial, cuando
se quiere introducir alguna consideración matemática, porque,
como el lector sabe, son' muy apropiados para ello, lo cual no'
impide, claro es, que el matemático puro se burle con frecuencia
de esta manera de tratar las cosasx cuando yo estudiaba, se decía
que para el físico la diferencial es una pieza de latón que mane­
ja lo mismo que sus aparatos.

En este respecto debemos estimar el valor que .encierra la
notación de Leibniz, hoy generalizada;' pues asocia al recuerdo de
la intuición simple una cierta' indicación del abstracto paso al
límite, realmente contenido en los conceptos. Así, la notación

diferencial de Leibniz dy recuerda en primer t~rmino que proce-
dx

de de, un cociente de diferencias, pero la d, en contraposición con
el signo !:i que se usa para diferencias finitas, indica que aquí
hay algo nuevo, precisamente el paso al límite. Análogamente,
Jydx indica el origen de la integral como una suma de pequeñas

magnitudes; pero no emplea el signo ordinario ~ sino una S esti.
lizada (es de notar que no es generalmente conocida esta signi­
ficación del signo J) que indica la aparición de un nuevo proceso
'de sumación ,

Vamos, por último, a entrar ya en la exposición de los funda:..
mentas lógicos del Cálculo d.iferencial e integral, empezando por
su evolución histórica.

1.0 La idea fundamental, como se enseña ya en los grados
superiores de la enseñanza media y, por consiguiente, no necesi­
tamos más que recordarla brevemente. en el Cálculo infinitesimal
es simplemente una aplicación del concepto general de límite. Se
define la derivada como límite del cociente de incrementos finitos
correspondientes de la función, y la variable;

dy
--=
dx

l
. Ay
im --,
~x=o Ax



~ 316-;

~supuesto que este límite exista~,· pero sin que pueda creerse
que es un cociente, en el cual dy y dx tengan una significación
propia independiente. Análogamente, se define la integral defini~

da como limite de una suma:

donde los símbolos tsx; representan intervalos finitos parciales
del intervalo a~x< b, y las Yi valores cualesquiera que toma

. la función en ellos, y todos los !J.x¡ tienden simultáneamente a
cero; sin que tampoco pueda creerse que y ds: tiene el significa­
do de sumando de una suma. Estas notaciones se conservan POl­
razones de comodidad, Como antes se ha dicho.

2." Esta concepción se encuentra ya expresada en forma:
muy precisa en N etoton. mismo; remitimos al lector a un pasaje
de su obra principal : P~ilosophiae naiuralis principia mathemaii­
ca (1) del año 1687, en el 'que dice: «Uliimae raiiones illae, quibus­
CUm quantitates evanescunt,revera non sun: raiiones quantitatum
uliimarurn, sed limites, ad quos ouaniitaiwm sine limite decrescen-.
tiurn. raiiones sem.per appropínquant, ei quos propius assequi pos­
suni, quam pro data quavis differentia, nunquam v~ro transgTedi
neque prius aiiingere quam quantitates diminuuntur in infinitum.»
Por lo demás, elude en absoluto Newton en la exposición de esta
obra el Cálculo infinitesimal, como tal, aunque ciertamente lo
haya utilizado para la obtención de sus resultados; pues la me­
moria fundamental en la cual expone su método del Cálculo infi­
nitesimal la había ya escrito en el año 1671, aunque no fuese pu­
blicada hasta 1736, con el título Meihodus fluxionum ei serierum.
infinitarum (2).

En ella expone Newton el nuevo Cálculo en numerosos ejem­
plos, sin entrar en explicaciones sobre los fundamentos. Enlaza
su teoría con una representaciÓn de la vida diaria, que está lin­
dando con el paso al límite: así, al determinar un mooimienio
x= f(t) sobre el eje x, en el tiempot, todo el mundo tiene idea:

(1) Nueva edici6n de W. Thomson y H. Blackburn, pág. 38. Glasgow,
1871. .

(2) J. Newtoní, Opuscula mathematica, philosophica et philologica;
T. I. Lausannee, 1744, pág. 19.
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intuitiva de lo que es la tielocidad. de tal movimiento, y cuando
se examina más detenidamente este concepto, se ve que, , en el

fondo, se piensa~n el valor límite del cociente de diferencias A x
, ,A t

Esta velocidad, con la cual varia la variable x en el tiempo, es la
llamada por N euiton. «fluxión de x» representándola por x y la
toma por base de sus consideraciones. Supone todas las variables
x, y, dependientes de una variable primitiva, t, el tiempo; la deri-

vada dy aparece, según esto, como cociente de los fluxiones JL ,
. h x

10 que nosotros hoy escribiríamos de este modo dY : dx
- I dt di

3." A esta concepción newtoniana se asocia una larga serie
de matemáticos del siglo XVIII, los cuales edifican el Cálculo
infinitesimal, con más o menos precisión, sobre el concepto de
límite. Permítasenos entresacar aquí solamente algunos nom­
bres: C. Maclaurin en su Treaiise of fluxions (1) que, como libto
de texto, ejerció gran influencia en un campo muy vasto j D'Alem­
bert en la gran Encyclopédie méthodique francesa j y, por último, '
Kiisiner en Gotinga con sus lecciones y libros (2). Finalmente
puede incluirse también a Euler como principalmente compren­
dido en esta' fase del Cálculo, aunque en él se adviertan también
ya otras tendencias.

4." U na laguna muy esencial quedó pór llenar en todas
estas exposiciones, antes de que se pudiese hablar de un sistema
lógico de Cálculo infinitesimal. Cierto que se había definido la
derivada como límite,pero faltaba un medio que permitiese la
operación recíproca: deducir de su valor el incremento de la
función en un intervalo finito. Esto se consiguió ante todo por
el llamado teorema del valor medio; y es el gran mérito de Cau­
chy haber reconocido la posición central de este teorema y, en
consecuencia, haberlo, colocado como fundamento del Cálculo
diferencial; lo cual hace que, con toda justicia, se repute a.
Cauchy como fundador del Cálculo infinitesimal' exacto, en el
sentido moderno. Como obras fundamentales podemos citar sus

(1) Edinburgh, 1742.
(2) Kástner, A. G.. Anfangsgüinde der Analysis des Unendlichen, Gottin,

gen, 1760.
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lecciones de París: Resumé des Iecons sur le calcul in/inité­
sirnal (1); así como su segunda edición Lecons sur le calcul
différentiel (2), de la que sólo ha aparecido la primera parte.

El teorema del valor medio se enuncia así: .Si f(x) es una
función continua derivable en todos, los puntos del intervalo
considerado, existe siempre entre x y x+ h un punto, :x: +0 h, tal
que es:

f(x+h)=f(~J+h.f'(X+6 h),

La aparición del factor 6, característico de este teorema, suele
sorprender a los principiantes. Geométricamente, el teorema es

sobremanera intuitivo; expresa simplemente qúeentre los pun­
tos x y x +a de la curva hay un punto, x+ 6 h, tal que la tan­
gente en él a la' curva es paralela a la secante que une los punt(Js

. x y x+ h(fig. 95).

Figura 95

5.° ¿ Cómo demostrar ahora aritméticamente y con rigor el
teorema del valor medio, sin apelar a la intuición geométrica?
U na demostración de esta naturaleza significa reducir el teorema

.a las definiciones aritméticas antes expuestas, abstractas y for­
muladas de modo preciso, de variable, función, continuidad, etc.
Por esto, quienes primero han propagado una demostración com­
pletamente rigurosa han sido Weierstrass y sus sucesores, a los
cuales se debe también haber extendido la moderna concepción
aritmética del continuo de los números. Vamos a señalar aquí
solamente las fases características de esta demostración,

(1) París 1823. Oeuvres cornplétes ; Ser. Il. T. IV, París, 1R99.
(2) París 1829. Oeuvres cornplétes ; Ser. 11. T .. IV, París, 1899.
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Primeramente se puede reducir el teorema al caso más sen­
cillo de ser horizontal la cuerda del arco, es decir, que f (x) =

=/(x+ h) (fig .96) Y entonces seprueba la existencia de un pun­
to de tangente horizontal. Para ello se puede utilrzar el teorema
de Weierstrass, que dice: toda funcion continua en un inter­
valo cerrado toma en uno, al menos, de los pu,ntos de este inter­
valo el mdxim¿ (y el mínimo) de sus valores. Dentro de nuestra
hipótesis, uno 'de estos valores extremos lo debe tomar segl1ra-

Figura 96

mente en el interior del intervalo (x, x+ h), salvo el caso trivial
en que se tratara de una constante. Supongamos que sea un
máximo elqu~ tome en' el punto xi+6 h (de modo completa­
mente análogo se razona en el caso del mínimo) ; . entonces no
toma f(x), tanto a la derecha como a la izquierda de este punto,
valores superiores a este máximo, es dec¡'r, el cociente incre­
mental es por la derecha negativo o nulo y por la izquierda
positivo O nulo. Así, pues, la derivada, que por hipótesis existe,
puede aparecer en el 'punto .%1+ 6 h tanto como límite de valores
no positivos, como de valores no negativos, según que el paso
al límite del cociente. de incrementos se realice por la derecha o
por la izquierda de aquel punto; lo cual exige que dicha deri­
vada sea nula, y con ello queda demostrada la existencia de la
tangente horizontal, y, por lo tanto, el teorema del valor medio.

Paralelamente a la orientación bosquejada en los párrafos
anteriores, sobre la cual se construye la actual ciencia matemá­
tica, ha venido propagándos durante siglos una concepción esen­
cialme~te diferente del Cálculo infinitesimal, la cual se reduce:

1.0 A las antiguas especulaciones metafísicas sobre la cons­
titución iel continuo, integrado por elementos que no pueden
descomponerse más, los llamados «infinitamente pequeños», Ya
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en la antigüedad' hallaron acogida tales representaciones, primero
en los escolásticos y más tarde en los filósofos jesuitas. Como
signo caracterfstico citemos aquí el título del ya mencionado
(pág. 313) libro de Cavalieri Geometría indivisibilib'Lts continuo.
rum, que, indica claramente su verdadera concepción fundamen­
tal; y, en efecto, en él sólo incidentalmente aparecen considera­
ciones intuitivas de matemática de aproximación, pues realmente
considera al espacio como supuesto de partes elementales indivi­
sibles, las «Indivisibiha». Sería' de gran importancia e interés
en este respecto conocer las sucesivas transformaciones que ha
ido sufriendo el concepto del continuo en el curso de los siglos,

2.° Este mismo modo de ver era el de Leibniz, que con
Newton participa en la gloria del descubrimiento del Cálculo
infinitesimal. Para él no ,es primario la derisiada como límite,
sino que la diferencial d x 'de las derivables x tiene existencia
real como elemento último indivisible del eje de abscisas, como
una cantidad menor que cualquier magnitud finita, pero no nula
(un infinitamente pequeño «actual»'), De modo análogo vienen
definidas las diierenciales de órdenes superiores d2x , d3X , ....,

como cantidades infinitamente pequeñas de 2.°, 3.°, ... ' orden,
cada una de las cuales es «infinitamente pequeña respecto de la
anterior», Se tiene así una serie de sistemas de magnitudes cua­
Iisativamente diferentes. El área comprendida entre la curva
y ~ f(x), el eje de abscisas y dos ordenadas, en 'la teoría dé los
indivisibl,es es exactamente la suma de todas las ordenadas inter- ,
medias, y una consecuencia de este modo de ver es que Leibniz,
en su primer manuscrito (1675) escribía f y y no f y d x.

Esta concepción no es, sin embargo, la .que domina en toda
la obra de Leibniz antes bien, aparecen incidentalm'ente consi­
deraciones intuitivas de matemática de aproximación, según las
cuales la diferencial dx es un segmento finito, pero tan pequeño
que a lo largo de ~l la curva coincide sensiblemente con. la tan­
gente. Aquellas especulaciones metafísicas son ciertamente sólo
una idealización de los sencillos hechos psicológicos aquí con­
tenidos.

De un modo particular aparece en Leibniz todavía una ter­
cera modalidad, característica suya: la concepción formal. Ya
hemos tenido ocasión de señalar que Leibniz es el fundador de la



Matemática formal; su idea es ésta: Es completamente indife­
rente el significado real" que puedan tener las diferenciales, o que
realmente no tengan. ninguno; lo único necesario es definir las
operaciones de tal modo que pueda. calcularse exactamente con
aquellas magnitudes; entonces, siempre los resultados son cier...
tos. Leibniz nos muestra que ocurre aquí algp análogo a lo. que
acontece con los números complejos, sobre los cuales tenía una
idea completamente semejante. En lo que respectá a las reglas
de diferenciación, trátase en esto, principalmente, de la fórmula:

f(~.+dx) - f(x) = {(x) dIX.

El teorema del valor medio demuestra que sólo es cierta cuan­
do se pone {(x+ (j dx) en lugar de f(x), pero el error que aquí
se comete al escribir {(x) es infinitamente pequeño d(3 orden
superior (segwndo} y tales cantidades deben despreeiarse en el
cálculo con diferencia~es, lo cual es la ley formal fundamental.

Las publicaciones más importantes de Leibniz están conteni­
das en aquella célebre revista, la primera científica, Acta erudi...
torum (1) de los años 1684, 1695 Y 1712. En el primer tomo se
encuentra, bajo el título «Nova rnethodus pro maximis et. mi­
nimis» (pág. 467 y sig.) la primera publicación sobre Cálculo
liferencial y eh ella expone Leibniz las reglas de la diferencia­
ciónvLos trabajos posteriores contienen aclaraciones sobre cues­
tiones fundamentales, en las cuales aparece preferentemente el
punto de vista formal. Esencialmente característico es en este
orden de conocimientos el breve trabajo del año 1712 (2), por
consiguiente, de los últimos años de su vida; en él habla precisa­
mente de definiciones y proposiciones que sólo son toleranier
vera o, como si dijéramos, pasaderas: Rigbrem. quidem. non
sustuieni, haben; iamen usum magn1Jm i.n calculando et ad ariem.
inveniendi uminsersales que concepius valent. Con esto se refería
tanto a los números complejos como a lo infinito; así, dice de
las cantidades. infinitamente pequeñas: commodiiati expressio­
nis seu breoiloquio menialis inservimus, sed non nisi toleranter
vera Lo qulmu», quae explicatione rigldaniur, . . .

(1) Parcialmente r-eproducidas, figuran en la colección de clásicos de
Ostwald, núm. 162. Pueden verse también en «Mathernatische Schriften» de
Leibniz, publicados por K. J. Gerhardt,

(2) Observatia ... ; et de vero sensu ,Methodi infinitesimales, páginas
167-169.

21
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3.'0 A partir de Leibniz se extiende rápidamente el nuevo
Cálculo por el continente, y en él se ericuenrran cada una de
sus tres concepciones. Debemos citar,en primer lugar; el prí­
mer Tratado de Cálculo difer.encial que apareció, el Analyse des
infiniment petits pour t'inietligence des courbes (1) del JllIarqués
de l'Rópital, discípulo que fué de Juan' Bernoulli, el cual se
.había asimilado con una rapidez sorprendente las ideas de Leib­
niz y publicÓ el primer Tratado de Cálculo integral (2). En
ambas' obras figura la idea intuitiva de la matemática de aproxi­
rnación; en particular, considera una curva como un polígono
de lados muy pequeños y la tangente icomo iprolongáción de
uno de sus lados. En Alemania fué especialmente .propagado el
Cálculo diferencial de Leibniz por Chrisiiar: W()lff, de' Halle:
cuyas lecciones pueden verse eh los Elemenia math.eseos uni'Ver~

sal (3). Introduce las diferenciales de Leibniz desde el princi­
pio del Cálculo diferencial, pero declarando expresamente que
no tienen equivalente real alguno, -y utilizando para hacer sensi­
ble la idea de infinitamente pequeños consideraciones de mate­
mática de aproximación; así, presenta como ejemplo, que la al­
tura de una montaña no cambia sensiblemente para su evalua­
ción práctica, cuando se le agrega o se le quita una partícula de
polvo .

.l." Repetidas veces se encuentra también el punto de »ista
metafísico, que atribuye a las diferenciales una existencia. real.
Este modo de interpretar el cálculo por los filósofos se halla
también entre los físicos matemáticos. Entre el10s citemos corno
uno de los más eminentes a Poisson, quien en el prólogo de su
famoso Traité de mécanique (4), en un lenguaje muy vivo, dice
que las cantidades infinitamente pequeñas no son simplemente
un medio para laInvesugaeión; sino ,que real y efectivamente
existen .

. 5." Probablemente ha pasado esta concepción a los libros de

~1) París, 1696; .2.3 ed. 1715.
(2) Publicado en alemán po.r. KO'wale:wsk,i, en la colección ~e clásicos de

Ostwald, núm. 1~4. P. Schaihedin. ha descubierto poco ha también un .Cálcu,
lo diferencial de J. Bernoulli, del que se ha ocupado en los Verhandlungen
der Naturforschersgesellschaft de Basilea, tomo 32, 192'1.

(3) Publicadas, primero, en 1710 y reproducidas en 1712 en Editio nova
Hallae, Magdeburgiae, 1742, pág. 545.

(4) Partie 1, 2.a edición, pág. H. París, 1885.
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enseñanza por la tradición filosófica y aun hoy tiene gran impor­
tancia en ellos. Como' ejemplo mencionamos con gusto la obra,
publicada por primera vez en el año 1855, de Liiosen, Eirileitung
in der Infinitesimalrechnung (1), la cual ha ejercido por mucho .
tiempo una extraordinaria influencia -sobre capas muy' extensas,
'del público; en mi tiempo, era este libro muy corriente entre los
escolares y a su lectura deben muchos la inclinación que les ha
llevado a dedicarse a estudios matemáticos. Lübsen definía la de­
rivada utilizando el concepto de límite; pero al lado de esto,a
partir de la segunda edición, dice lo que entiende porverdadeio
Cálculo infinitesimal: ,un «misterioso» operar con las cantidades
infinitamente pequeñas. Los capítulos correspondientes están
marcados con un asterisco, para indicar que no contienen nin­
gún resultado nuevo. Las diferenciales se' introducen como últi­
mos elementos que se originan de una magnitud finita por sub­
divisiones repetidas un número indefinido de veces, y cada una
de estas partes «aunque diferente: del cero absoluto,' no puede,

.'
sin embargo, apreciarse, sino que es una magnitud infinitesimal,
un soplo, un instante»; y después sigue una cita inglesa: Lo'
in./initesimal e~ el espíritu deU1,La magnitud que se desvanece
(págs. 59 y6Ü). y, más adelante (pág. 76) dice : «El método in­

,finitesimal es, como se ve, algo sutil, pero exacto. Si 10 antes.
dicho y 10 que sigue no es bastante a esclarecerlo, débese sola­
mente a nuestra deficiente exposición ,» Es, ciertamente, de gran
interés el conocimiento de estas definiciones y razonamientos.

Formando pareja con este libro, puede citarse la sexta edi­
ción de la muy conocida obra de Wiillner, titulada Lehrbuch. der
Exp.erimentalphxsik (2), cuyo primer tomo comienza con una'
breve exposición del Cálculo infinitesimal, con el fin de suminis­
trar a los naturalistas)' a los médicos los conocimientos impres­
cindibles para la Física, que no han podido adquirir en la ense­
ñanza secundaria. Empieza WüIlner (pág. 31) con la definición
de cantidad infinitamente pequeña, dx, siguiendo luego la defi­
nición, naturalmente más difícil; de la diferencial de segundo
orden, d:¿x. Leyendo esta introducción con Un espíritu rnatemá­
tico se advierte el gran contrasentido de eludir en' la segunda

(1) Octava edición, Leipzig, 1899.
(<') Ka edición. Leipzig, 190'7.



enseñanza el Cálculo infinitesimal por extremadamente difícil y
pretender que se conozca completamente en el primer semestre
universitario dedicándole sólo diez páginas, en una exposición
que,· a mas de deficiente, es de comprensión extraordinariarnen­
te difícil.

La razón de que se hayan podido mantener tales considera­
dones durante tanto tiempo al lado del método matemático;
exacto, del paso al límite, hay que buscarla en la necesidad que
siente el espíritu humano de ir más .allá de la formulación abs­
tracta y lógica de dicho método, para penetrar más profunda­
mente en la naturaleza íntima de las cantidades continuas y ne­
gar a representaciones más precisas de las mismas que las que
se obtiene por la simple impresión psicológica que pueda de­
ducirse del concepto del límite. ~uy gráficamente aclara este
pensamiento una frase, que creemos del filósofo Hegel, repetida
en libros y conferencias, que dice: la función y=f(x) represen-

ta el ser de las cosas y la derivada dy su devenir. Seguramente
dx

hay algo de exacto en esto; pero debe agregarse claramente que
con tales palabras nada se ha conseguido en orden a posterio­
res desarrollos de la Matemática, ya que ésta tiene que basarse
sobre ideas y conceptos precisos. .

En la novísima Matemática vuelven a aparecer los infinita­
mente pequeños actuales de un modo completamente diferente,
en las investigaciones geométricas de Verone$e y después, tam­
bién, en los Grundlagen der Geomeirie, de Hilbert (1). La idea
básica de estas investigaciones puede resumirse así: Se consi­
dera una Geometría en la cual con x=a,siendo a un número

real cualquiera, vienen determinados no sólo un punto del eje x,
sino infinitos, cuyas abscisas se diferencian en múltiplos finitos
de cantidades infinitamente pequeñas'de diferentes órdenes
"1), ~, ••• ; un punto está, por consiguiente, determinado cuando-
se da:

x=.a+ b "1) +c ~ + ;..,

siendo a, b, e, ... números reales ordinarios, y 'f¡, ~, .,. infinita­
mente pequeños. actuales de órdenes decrecientes. Hilbert ha

(1) 5.a edición. Leipzig, 1922.
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hecho tan hábil uso de este concepto que mediante oportunos
convenios axiomáticos, resulta eoidenie que se puede operar sin
contradicción con las magnitudes así construidas. Lo iprineipal
para esto es fijar los conceptos de mayor y menor, lo cual se hace

.así : Considerando un segundo número X l = al +bl 'tJ +cI ~+ ...,

.se establece en primer lugar que es x.~ Xl según que sea' él ~ ~l

Y si a=al es x;: Xl según que sea b ~bl ; si también es b:::::bll

se acude a la comparación de e con c l , Y así sucesivamente. Se
comprende claramente que no es posible hallar. ninguna clase
de representación concreta a esta' erase de entes'.

De lo dicho se desprende que con las magnitudes así defini­
das se podrá operar según esta y otras reglas que pueden agre­
garse, del mismo modo. que con los números finitos; solamente
pierde su' validez una proposición cierta para el sistema de los
números reales ordinarios, a: saber: que si tenemos a"osnúmeros
positivos e, a, siempre se puede hallar un número entero, n, tal
que sea n .e>a por muy pequeño que sea e y muy grande que.
sea a. En efecto ; de las definiciones antedichas se deduceinme­
diatarnente ,que cualquier múltiplo finito n . 'tJ es siempre más pe-

. queño que cualquier nún;,ero finito y positivo a, y esta propiedad
es precisamente la que caracteriza 't) como «cantidad infinitamen
te pequeña». También es siempre n. ~<'tJ, es decir, ~ es una
cantidad infinitamente pequeña de orden superior al de 'tJ' Un sis­
tema de números de estas condiciones se llama no arquimedia:
no, por designarse aquel principio sobre los números finitos con
el nombre de Axioma de Arquímedes, porque Arquímedes 10 ad­
mitió como propiedad fundamental indernostrable xle los núme­
ros finitos; la no validez de este axioma es característica de las
cantidades infinitamente pequeñas actuales. Por 10 demás; el
nombre de Axioma de Arquímedes, como la mayor parte de las
denominaciones personales, es históricamente inexacto; más de
medio siglo antes que Arquímedes, había hecho de él uso nota­
ble Euclides, que tampoco fué su invetor, sino que ,como mu­
chas otras propiedades que figuran en las obras de éste, fué de­
bido a Eudoxio de Knidos,

El estudio de las magnitudes no arquimedianas, utilizadas
como coordenadas para la constitución de una «Geometría no
arouimediana», persigue el conocimiento profundo de la con ti-
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nuidad y pertenece al gran grupo de investigaciones sobre la de­
pendencia lógica de los diferentes axiomas de la Geometría or­
dinaria y la Aritmética : para estudiar esta dependencia se crean

, siempre sistemas artificiales de números como los no arquirne- .
dianas, para los que sólo son válidos una parte de los axiomas,
y entonces se deduce la independencia lógica de estos axiomas
respecto de los restantes .

. De un modo natural se presenta ahora la cuestión de averi­
guar si, apoyándose en tales sistemas de números, se podrádcir
a los fudamentos ttadicionales del Cálculo infinitesimal una for­
ma absolutamente exacta que satisfaga a todas las pretensiones
modernas; es decir, en cierto modo, si se podrá construir también
un Análisis noarquimediano. La primera v más importante cues..
tión 'de este Análisis será demostrar el teorema del valo~ medio: .

f(x +h)-f(x) = hf'{x + oh),

partiendo de los axiomas supuestos. N? se puede disputar como
. imposible roda progreso en esta dirección, pero hasta ahora nada
positivo ha sido aportado por ninguno de ros muchos investi­
gadores que se han ocupado con los infinitamente pequeños
actuales. .

Agreguemos para mejor orientación del lector 'que, desde
Cauchy, la denominación «infinitamente pequeño» se ha venido
usando en todos los tratados modernos en otro sentido. No se
quiere decir con ello nunca que una cantidad' es infinitamente
pequeña, sino que llega a ser infinitamente pequeña; lo que se
hace introduciendo esta denominación es utilizar un modo cómo­
do de expresar que la cantidad tiende indefinidamente a cero.

No podemos menos de recordar todavla la reacción provo­
cada por este modo de construir el Cálculo infinitesimal sobre
las cantidades infinitamente pequeñas. Se echó de ver en segui­
da lo misterioso, lo indemostrable en todas estas representacio­
nes, y de ahí que se originase con frecuencia el prejuicio de con­
siderar al Cálculo diferencial como un sistema filosófico especial
que no es dable demostrar sino sólo creer, o dicho vulgarmente,
como una «chifladura». Uno de los críticos más agudos en este
sentido es el filósofo y obispo Berkeley, que en un pequeño libro
«The analyst» (1) atacó en forma muy amena las oscuridades que



dominaban en la Matemática de su tiempo. Parte en su exposi­
ción de que frente a los principios y métodos de la Matemática
debe existir la misma libertad de crítica «que 10$ matemáticos
aplican a los misterios de la Religión» y combate sañudamente'
todos los conceptos del nuevo Análisis, el Cálculo de fluxiones,
como las operaciones con diferenciales, viniendo a la conclusión
de que todo el edificio del Análisis resulta obscuro y absoluta­
mente incomprensible.

Parecidas opiniones se han mantenido hasta el presente entre
muchos filósofos; éstos conocen solamente las ideas. antiguas
sobre diferenciales y no se, han dado cuenta de la actual siste­
matización lógica y completamente rigurosa del Cálculo infinite­
~mal, basada en el concepto de 'límite. Como ejemplo, permíta­
senos citar sólo un pasaje de la obra 'de Basimann, «Raiim; Zeit
und M athematikn (2): «combatimos, dice, la justificación lógica'
y metafísica que Leibniz ha dado al Cálculo, pero no atacamos
en nada a este Cálculo. Lo consideramos como un genial descu­
brimientoque se ha comprobado prácticamente; C011.10 un arte'
más que como una ciencia. No es posible darle una forma pura­
mente lógica; J;l¡0 puede ser deducido de los elementos de la ma­
temática ordinaria... )

Esta reacción contra lasdiferenciales explica el intento, re- o

petidamente citado, de Lagrange, en su «Théorie des fonctions
onalytiques» del año 17~7, que, ahora Se nos presenta bajo una
nueva luz. Lagrange elude en esta obra no sólo las cantidades
infinitamente pequeñas, sino toda operación de paso al límite,
limitándose a funciones definidas por series potenciales :

f(x) = ao+aíx +a2x
2 +a3'x

3 +...
y para éstas viene definida su «función derivada, f'(x»),o' por otra
serie potencial:

de un modo puramente formal; es característico que sistemática­

mente evita las pala1:lras «cociente diferencial» y la notación dy
o dx .

Consecuentemente, tampoco habla del Cálculo diferencial, sino
de un «Cálculo de derivación».

(1) Londón, 1734.
(2) T. II (Berlín, 18(9), pág. 55.
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No pudo satisfacer por mucho tiempo, en verdad, esta expo­
sición, pues, por una parte, el concepto de función aquí usado,
resulta, como hemos tenido ocasión de decir anteriormente, de­
masiado restringido; pero, sobre todo, tales definiciones, absolu­
tamente formales, imposibilitan penetrar en eJ fondo de los con­
ceptos de derivada e integral y no aportan contribución alguna
a 10 que puede llamarse motivo psicológico; así queda completa­
mente inexplicado por qué se usan estas series deducidas tan
particularmente. Por último, si las consideraciones de la teoría

de límites no se puede establecer la convergencia de estas series
ni uer entre qué límites 'de error pueden ser sustituidas por sumas
parciales finitas jasí como tampoco se puede relacionarlas entre
sí, lo cual es absolutamente necesario cuando se quiere hacer­
uso práctico de las mismas; pues hay que recurrir de nuevo R

dicha teoría, para cuya exclusión fué realmente ideado todo el
sistema establecido.

Acaso no esté de más en este lugar decir algo acerca de las
distintas opiniones sobre los fundamentos del Cálculo infinitesi­
may, que aún hoy se manifiestan y salen fuera del reducido'
círculo de los matemáticos profesionales. Yo cseo ique caben
aquí consideraciones análogas a las que hicimos al tratar de los'
fundamentos de la Aritmética (pág. 19 Y sig.). En .toda disciplina
matemática se puede separar totalmente el. problema de la depen­
dencia lógiea interna de su construcción, del de la aplicación a
objetos de nuestra percepción, interna o ¡xterna, de los concep­
tos y propiedades establecidos «aXibmáti~amente»y, por decirlo
así, «arbitrariamente». En uno de sus trabajos (1) G. Cantor, ha­
blando de los números enteros, distingue la realidad inmanente,
que se presenta con ocasión de su definición lógica, de la reali­
dad transiente, que tienen por su aplicación a objetos reales. En
el Cálculo infinitesimal, el primer problema queda totalmente re­
suelto por las teorías basadas. en el concepto de. límite, tal como
la ciencia matemática lo tiene establecido actualmente de ma­
nera completamente lógica; la segunda cuestión entra de lleno
en el campo de la Teoría del conocimiento, 00 pudiendo prestar
el matemático otra cooperación que la de contribuir a su formu­
lación precisa, separando y resolviendo la primera parte (la na-

{1) Mathematische Annalen, torno 21, 1883, pág,562,
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turaleza misma de la cuestión hace que los trabajos puramente
matemáticos no aporten contribución inmediata alguna a la so­
lución}; véanse las consideraciones análogas hechas al hablar de
la Aritmética en la página 19 y sig. Todas las dificultades de los
fundamentos del Cálculo infinitesimal estriban precisamente en'
que estas dos partes separadas del problema no pueden diferen­
ciarse de un modo indudable; en realidad, la primera parte, rna­
temática pura, está construida lo mismogue otras disciplinas de
la Matemática y las dificultades radican tanto en ella como en la
segunda parte, filosófica. El valor de las investigaciones que se
hacen en esta segunda dirección va manifestándose en razona­
mientos de la naturaleza indicada. y parece demostrar que es
preciso apoyarse en los resultados de los trabajos de índole pu-

, rarnente matemática sobre el primer problema.

Aquí damos fin a este breve esbozo histórico del desarrollo
, del Cálculo infinitesimal, en elcual hemos tenido que limitarnos,
'naturalmente, a señalar las ideas directrices más importantes.
Ciertamente sería muy útil profundizaren la cuestión haciendo
un 'estudio directo de toda la literatura de aquel período. Muchas
interesantes indicaciones y notas puede hallar el lector en la
conferencia de Max Simondada en un. Congreso de la Asocia-

. ción para el Progreso de las Ciencias en Frankfott, en 1896, titu­
lada ZurGeschichte und Philosoph.ie der. Diferentialrechnung.

Si ahora, para terminar, nos fijarnos en la posición de la ense­
ñanza escolar respecto del Cálculo infinitesimal vernos cómo, en
cierto modo, han venido reflejándose en ella todas las vicisitu­
des de la evolución histórica del Cálculo infinitesimal. En los

" < l ' ,
establecimientos de enseñanza secundaria en que antes se ex-
plicaba esta disciplina, no se hacía (así, al menos, lo hacen creer
los libros que se usaban, y, ciertamente, no podía ser de otro
modo) una exposicion. precisa de la construcción científica exacta
del Cálc.ulo infinitesimal por medio del método de los límites. sino
que, cuando más,apareeía este método desvanecido en mayor
o menor grado, mientras que se ponía en primer término las ope­
raciones con cantidades infinitesimales y algunas veces también
el cálculo de derivadas en el sentido de Lagrange. Naturalmen­
te, se privaba así ,a la enseñanza no sólo de 'rigor, sino también
de claridad; y se comprende bien que, como ocurrió. poco a poco



lim {(xl ~ {(Xl) = O
re =;x1 X ..:.- Xl

~ 330-

se originase una oposición muy fuerte contra la introducción del
Cálculo infinitesimal en la enseñanza secundaria; oposición que
fué extendiéndose hasta culminar en los decenios del 70 al 80
del siglo pasado en una prohibición oficial de la enseñanza del
Cálculo, aún en las Escuelas' realistas..

Es indudable, sin. embargo, que esto no ha impedido, corno.
de un modo incidental-lo habíamos hecho notar ya anteriormen­
te, que el método de los límites llegase a ser utilizado en la en­
señanza media, siempre que era necesario; 10 único que Se hizo
es no nombrarlo y aún, a veces, creer que se trabajaba con otra
cosa. Se verá claramente esto con sólo tres ejemplos, de los cua­
les seguramente se acordará el lector de su época de estudiante.

a) La conocida determinación de la longitud de la circunie­
renoui y del área del círculo por medio de polígonos regulares ins­
critos y circunscritosyno es; evidentemente, más que una integra­
cián, Esta manera de calcular, viene aplicándose desde la anti­
güedad; 10'fúé ya por A rquimedes Y a este antiguo clásico debe­
mos .que se haya mantenido en la enseñanza secundaria este'
problema. '

b) La enseñanza de la Física, especialmente de la Mecáni­
ca, necesita irnprescindiblemente los conceptos de oelocidad y
aceleracum, que utiliza ya para las leyes de la caída de losgra­
7,Jes.Pero la deducción de estas leyes no es realmente más que
la integración de la-ecuación diferencial z"= g por la función
$ = 19t2 +at+b, donde a, b son las ,constantes de integración.
Las necesidades de la Física obligan a estudiar este problema
en este período de enseñanza, y los métodos que' entonces se
emplean son, más o menos disfrazados, naturalrnente, métodos
exactos de integración:

e) En muchos establecimientos de enseñanza del norte de
Alemania se expone la teoría de máximos y mínimos siguiendo
un· procedimiento, al que dan el nombre del notable pedagogo
matemático Sch~llbach. El procedimiento consiste en resolver la
ecuación:

para obtener: los valores que hacen mázeima o minima la función
y = f(x), lo cual es, en definitiva, el mismo método del Cálculo
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-diferencial, sin otra variación que no usar la palabra «derivada».
Seguramente Sthellbach utilizó este artificio de notación sólo
'cuando" como consecuencia de la prohibición de la enseñanza
del Cálculo, se vió obligado a no hablar de derivadas, y no qui­
so' dejar de tratar estas cuestiones; pero sus discípulos tomaron.
-el pr~cedimiento, sin modificarlo en nada, y le dieron el nombre
del maestro, resultando así, que a los alumnos se les enseñan
cosas ya conocidas de Ferrnat, Leibniz y Newton bajo el nom­
bre de Schellbach.

Para terminar, permítaseme agregar cómo van ganando te­
rreno nuestras tendencias de reforma en estas cuestiones, no ya
'sólo en Alemania, sino también en' otros países, particulartnente
en Francia, lo que hace esperar que en decenios próximos lle­
guen a prevalecer el1 la, enseñanza de la Matemática. Nues­
tro deseo es que los conceptos representados par los símbolos

y = f(x) , dy , Iy dx, lleguen a ser familiares a los alumnos con
dx '.

estas denominaciones, y no como una nueva disciplina abstracta,
.sino enlazados orgánicamente dentro de, la enseñanza total, a lo
cual puede llegarse ascendiendo poco a poco, partiendo de los
ejemplos más simples. Así podría empezarse, p. ej., en la Ober-

tertia y Untersekunda (1) estudiando circunstanciadamente las
funciones y = a:x + b (para valores determinados de a, b) e y =x2

,

representándolas sobre papel miliméirico, y' haciendo, a la vista
de las curvas correspondientes, que vayan surgiendo los concep­
tos de pendiente y área, pero manteniéndose siempre en ejem­
plos. concretos. En los grados superiores se puede ya entonces
.sisternatizar los conocimientos así adquiridos, con lo cual se
consigue que los alumnos posean completamente los principios
del Cálculo infinitesimal. Lo esencial es hacer ver al discípulo
que en todo esto no hay nada misterioso, sino cosas sencillas,
-que cualquiera puede comprender.

La necesidad inaplazable de tales reformas se funda en que
afecta t... la formación de conceptos matemáticos que hoy se ut~li­

zan. constantemente en las aplicaciones de la Matemática a todas
las ramas de la Ciencia y sin 'las cuales todos los estudios en la

(1) N. del T. Enseñanzas equivalentes a los últimos cursos de nuestro
Bachillerato.
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enseñanza superior, y aun los más 'sencillos de Física experi­
mental, quedarían completamente en el aire. El lector que desee
un estudio más detenido sobre este asunto puede leer la obra de
Klein-Schimrnack (citada en la pág. 3).

Para completar estas consideraciones generales mediante
algo' concreto vamos a tratar más en particular uno de los pun­
tos más importantes del Cálculo infinitesimal, la serie de. Taylor.

2. El Teorema de Taylor

Análogamente a lo hecho antes al tratar de las series trigono­
métricas, nos apartaremos en nuestra exposición de la usual enl'
los libros de texto, dando más relieve a 10 que para la práctica

. tiene importancia, cual son las series finitas y una concepción
int¡.ti.tiva de la materia por medio de representaciones gráficas.
Así toma todo un aspecto completamente elemental y fácilmen­
te asimilable.

.r-q
Figura 97

La cuestión de que partimos es ésta: ¿ Podrá oblenerse con
aproximación sJ!.-ficiente una. línea, y = f(x), 'valiéndose de curvas
lo más sencillas posible? Lo primero que se ocurre es sustituir la
curva en el entorno de un punto x=a por la recta tangente en
este punto:

como se hace en Física y en toda clase de aplicaciones cuándo
en un desarrollo en serie se «desprecian» los términos que con­
tienen potencias superiores de la variable independiente (fig. 97).
Pero siguiendo esté mismo 'Procedimiento, se pueden lograr me­
iores aproximaciones empleando parábolas de 2.°, iV, :.. orden:

y=A +8x+Cx2
,
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0, hablando analíticamente, polinomios de grados superiores, los
cuales son sumamente convenientes, puesto que el. cálculo de
sus valores resulta muy cómodo; Supondremos estas curvas de
tal modo situadas que en el punto, x=a se adapten lo más ín­
timamente posible a la curva dada, es decir, que sean pa~ábolas

osculatrices. La parábola cuadrática, por "ejemplo, no sólo tiene
común con la curva la ordenada, sino también la primera y la
segunda derivada i la parábola cúbica tiene, además, la misma
tercera derivada, etc. Un cálculo sencillo da entonces como ex­
presión analítica de la- n-sima parábola osculatrie :

_ f' (a) _ f" (al __ 2" Jn (al _ n _ .
y-f(a)+ (x a)+" (x a) T" ... -J '.' (x a) ,(n-l,2,3, ...).,

1 ~. n!

y el segundo miembro de esta ecuación está formado precisa­
.rnente por los n+1 primeros términos del desarrollo de' Taylor,

Para estudiar el grado de aprOXimación obtenido por medio
de las curvas representadas por estos polinomios, comenzaremos,
como ya hicimos en las series trigonométricas, por una consule­
"ación más experimental, la de las figuras 98 y siguientes, que

f

TII

I
I
1,
I
1
I

J=~(/"'.r)
Figura 98 .

.: t
I
I
I
I
1

I

Figura 99

.. /
I
1
I
I

representan las primeras parábolas osculatrices de' curvas sen­
cillas, dibujadas por Schimmact: (1). Las cuatro primeras figuras
corresponden a las cuatro funciones siguientes, todas las cuales

(1) Cuatro de estas figuras están tornadas del trabajo de Schimmack
«Deber die Gestaltung des mathematischen Unterrichts im Sinne der neueren
Reformideen», L.eipzig, 1908.
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tienen singular el punto x ==;-1, con sus parábolas osculatnces
en el punto O:

. X 2 :e3' X~

La log. (l+x) =x, --:z+""3 +4 +- ...
. 1 ,

2" . X X 2 :e3 .

(1+ x) == 1 + T + T + 16 - + ...
3.a (1 + X)-l = 1 - X + x 2 4 x3 + - .
4.a (1 +X)-2 = 1 - 2x + 3x2 - 4x3+ - .

Las parábolas osculatrices sucesivas se aproximan en el in~,

tervaio (-1, +1) a la curva original cada vez más al crecer su
orden ; pero se encorvan de un modo notable a la derecha de-

1

I
J
I
I

r ,n
I -' I

" /'1/
. )/

__....J

-r
t
I
I
I
I
1,
';.//~zj -.(

Figura 100

I
l
I
I
I,
Iq
~

,'1
/1

-' 1

1
1
1
1
I
I
J '"(f1'J;!- t!

Figura 101

x= + L, hacia arriba y hacia abajo, alternativamente. En el pun­
to singular, x=~l, en el que las ordenadas de las curvas ori­
ginales correspondientes a los casos 1.0, 2.° Y 3." son infinita­
mente grandes, las ordenadas de las parábolas osculatrices suce-
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sivas tomar¡ valores cad~ vez mayores; en el segundo .caso; en, el
cual la rama representada de la función original tiene un punto
de parada con tangente vertical en x=~l, las parábolas oscu­
latrices se extienden más allá de' este punto, pero puede decirse
que siguiendo aproximándose a' la curva original, ya que las ra­
mas de dichas curvas tienen cada vez mayores pendientes. En ei
punto x= + 1, simétrico del x=~l respecto del eje y, .Ias pará­
bolas osculatrices se aproximan cada vez más a las curvasorigi-

Figura 102

nales en los dos primeros casos; en el' tercero, sus ordenadas
van siendo alternativamente iguales a 1 y O,en tanto que la dé

la curva original' adquiere el, valor +; y, por último, en el
'"

cuarto caso, a medida que crece el orden de la parábola oscula-
triz, su ordenada crece también, indefinidamente, tomando al­
ternativamente valores positivos y negativos.

Las figuras 102 y 103 contienen representaciones de las pa:"
rábolas osculatrices de dos funciones transcendentes enteras:

5."
X X 2 ',c3

eX = l + '-' -+--+'-'-+
1 2!7!,

.... ,

6."
. Xii x5 x 7

sen x = x - --+-- - --- + -
, 31 51 7!

.. -,

pudiéndose observar en ellas que, al crecer el orden de las pará-
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bolas' osculatrices, va aumentando la porclOn de curva origi nal
que prácticamente puede representarse con suficiente aproxima­
ción por aquellas parábolas. Sobre todo se nota esto en el caso
de sen x, en el cual parece corno si las parábolas 'se esforzasen
en seguir cada vez más las oscilaciones de la sinusoide,

El trazado de curvas corno éstas, en los casos sencillos, pue­
de ser muy conveniente en la enseñanza secundaria

Despuésde haber 'reunido este material de experiencia', pase­
rnos ya a la consideración matemática. Tenernos, primero, la cues­
tión, de extraordinaria importancia práctica, acerca de la exacii-

Figura 103

tud con que, en general, la n-sima parábola osculairu: representa
la curva original (evaluación del resto en. el valor de la ordenada),
y unido a este problema, naturalmente; -el que deriva con el paso
al valor finito de n, a saber: ¿Se puede representar O no exac­
tamente una curva dada, o al menos un arco de ella, por una
serie'poiencuil ? .

Nos limitaremos a indicar solamente el teorema de uso más
corriente sobre el resto:

[
'. x - a

Rn (x) = ((1':) ~ {(a) +--1--(' (a) + + (x - a)n-
1 t:: (a)]

(n - 1)!

cuya deducción puede hallarla el lector en todos los libros de
Análisis; nosotros volveremos más tarde sobre este punto colo­
cándonos entonces en un punto de vista general. El teorema dice
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que entre a y x. existe un valor intermedió ~, talque R n está dado
por la fórmula:

En (:v) =: (x - at fn (El (a < ~ < x).
n!

El problema del, paso a la serie infinita se reduce entonces
inmediatamente a ver si este resto, Rn(x), tiene límite, nulo o no
al crecer n infinitamente.

En los ejemplos puestas, se ve inmediatamente que las series
correspondientes a las funciones 5.a y e.a convergen para cual­
quier valor de x; en los cuatro' primeros vejsmplos, las se­
ries convergen hada la función original dentro del' intervalo
(-1, +1), pero son divergentes fuera de{ mismo, Para x= -1,
en el caso 2." hay convergencia hacia el valor de la función ; en

figura 1°4

103 ejemplos V', 3.° Y 4." el valor de .la serie se hace infinito .lo
mismo que el de la función, de modo que, en realidad, también
se podría decir que convergen ; pero no se ,acostumbre emplear
esta palabra aplicándola a series que tienen un valor infinito.
Por último, para x=.+l hay convergencia en los dos primeros
casos y divergencia en los dos últimos. Todo esto se halla en
la más bella armonía, con lo que aparece en nuestras figuras.
Podemos ahora, también, como ya hicimos para las series trigo­
nométricas, investigar los valores límites a los cuales tienden Zas
parábolas de aproximación tomadas' como sucesi¡)n de curuas,
las cuales no pueden terminarse súbitamente en los puntos
.:r= ± 1. En la figura 104 se h~ represen tado esta curva límite,
correspondiente a lag (l+x) y se ve que las parábolas de orden

22
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..... ,
. x3 xiJ
are t!J" x = X - -'- +--- - +
03' 5

par y las de orden impar tienen posiciones límites distintas, di­
bujadas con línea de puntos y de trazos 'en la figura" las cuales
bordean la curva logarítmica entre -1 y + 1, y en x=:+ 1 se
prolongan verticalmente, por arriba y por abajo, respectivamente•

. Cosa parecida ocurre en los otros tres casos.
La cohsideración teórica de la serie de Taylor se. completa

totalmente con el paso al campo complejo, pues sólo entonces se
puede comprender la repentina desaparición de la. convergencia
de la serie potencial en puntos completamente regulares de 1'2
función. En nuestros cuatro ejemplos, realmente puede explicar­
se el fenómeno en el punto x=.+1 diciendo que una serie no
puede convEirger a la derecha: más que a la izquierda, y por la
izquierda tiene que desaparecer la convergencia en el punto
x=+l, por la singularidad de éste. Pero tal explicación no
puede ya aplicarse en el siguiente caso: Sea la función
y=arc tg x; su desarrollo en serie de Taylor, correspondiente' a
una rama deIa función, regular para todos los valores reales de
x,es:

que sólo converge en el intervalo (-1, +1); y las parábolas
osculatrices convergen alternativamente hacia dos" posiciones
límites (fig. 105). La primera se compone de las porciones re­
presentadas en la figura' por los trozos de línea' de trazos' grue­
sos de las verticales x=:+ 1, x= -1 y la parte de lín'ea confundi­
da con la de are tg x comprendida entre aquellos puntos. La se­
gunda posición límite es la representada por línea de puntos, de
formación análoga a la de la primera. Las parábolas osculatrices
resultantes de tomar un número impar de términos del desarro­
110 en serie tienden a la primera línea límite, y las correspondien­
tes a un número par de términos tienden. a la segunda. La línea

3 5
de trazos finos de la figura es la y= x - ~+~ y la de puntos

3 . 5
x·3

finos la y=x-->-. La súbita desaparición de la convergencia
3 .

en los' puntos, absolutamente regulares, x=+ 1, resulta com­
pletamente incomprensible limitándonos al campo real. La ex~

plicación &610 puede hallarse en el importantísimo teorema del
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círculo de convergencia, la más hermosa de las contribuciones
de, Cauchy a la teoría de las funciones de variable compleja,
que puede ser enunciado así: Señalados en el plano complejo'
todos los puntos singulares de una función analítica, y == f (x),
si se trata de una !u.nción wniforme, y en la su.perficie de Rie­
ma7mrelativa a f (x) en el caso contrario, la serie de Taylor

FiguraJús .

relativa a un pu.nto regular, x=a conoerg« en el interior de la
mayor circunferencia de centro a trasada en la hoja correspon-.
diente de la superficie de Riemann, que no contenga .en S11· interior
ningún punto singular (tal, pues, que pertenecerá a la circunfe­
rencia uno, al menos, de los puntos singulares) y la serie no
converge en ningún otro punto exterior a dicho círculo (fig. 106).

En el ejemplo citado del arctg x, es sabido que hay dos pun­
tos singulares, x = ±1, Y el círculo de convergencia del des­
arrollo en sede es, por consiguiente, el círculo de radio unidad
y centro x=O; la convergencia desaparece, por lo tanto, a' partir
de x= ± 1, puesto que fuera del segmento comprendido entre
estos puntos el eje real no contiene ningún punto del círculo de
convergencia (fig~ ~O7).

Por último, en lo que concierne a la convergencia de la serie,
sobre' la misma circunferencia unidad, hemos de limitarnos en:
esta, ocasión a una indi~aci6n que viene a enlazarse con la ya
mencionada conexión entre las, series potenciales y irigonométri­
cas; tal convergencia depende de que la: parte real y la imagina-
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ria de la función puedan o no ser desarrolladas en series trigono­
métricas Gonyergentes sobre dicha circunferencia con las singu­
laridades que necesariamente debe contener.' ,

Figura 106 Figllra 107

Para hacer ver lo fértil del teorema de .Taylor vamos a decir
algo acerca de sus relaciones eón los problemas de la interpola­
ción y del Cálculo de diferencias. También en la teoría de la inter­
polación se estudia el, problema de sustituir aproximadamente
una curva dada por una parábola; pero en lugar de lograr esta

-aproximación en un punto, como anteriormente, tiene la párábola '

que cortar a la' CU1"va en un núme1'O de 'puntos dados de ante­
mano; y la cuestión que se presenta entonces es ver hástaqué
punto esta pa1'áb9lade interpolación da aproximación suficiente.
Eh el caso más sencillo supone resto, pues, haber sustituido la
curva no' ya por la tangente, sino por una secante (fig. lOS) ;
análogamente se puede continuar con la parábola cuadrática que,
pasa por tres puntos dados de la curva, la cúbica que pasa' por
cuatro, y así sucesivamente.
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Este modo de resolver el problema de la interpolación es ab­
solutamente natural. y de él se hace' constante aplicación, por
ejemplo, en. el uso de las tablas logarítmicas numéricas.; pues lo
que allí se hace equivale a suponer que la curva logarítmica es
recta entre cada dos valores sucesivos dados por' las tablas, y' se
interpola «linealmente» con gran facilidad, utilizando las «tabli­
tas de diferencias» que figuran en aquéllas; cuando' esto no da
bastante aproximación, se aplica la interpolación cuadrática.

La determinación de las parábolas Osculatrices en el teorema
de Taylor es solamente un caso particular de este problema gene­
ral; es el caso en que aquellas intersecciones de las parábolas de

Figura 109

interpolación se confunden en un solo punto. Claro es que al sus­
tituir la curva por estas parábolas osculatrices, no se puede ya
hablar de «interpolación» en sentido' estricto, pero también se
considera siempre uxextropolaciási incluida en el problema de la
interpolación; así, por ejemplo: la secante, no sólo se compara
con la curva en la porción comprendida entre sus puntos de
intersección, sino también fuera. Por esta razón parece más apro­
piado denominar todo el procedimiento con la palabra más com­
prensiva de aproximación ..

Vamos ahora a indicar las fórmulas más importantes de inter­
polación. Determinaremos primeramente la parábola de orden
n~l que corta a la curva representativa de la función enn pun-

. tos al' a2 , a3 , • o., dados arbitrariamente, es decir, tal que
sus ordenadas en estos puntos son, respectivamente, iguales a
f (al)' f (a2 ) , f(a3 ) , •• ; Este problema está resuelto, según es sabi­
do, por la fórmula de i1,tterpolación de Lagrange : .

•
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que en total contiene n términos con los factores f (a]), f (a2 ) , ••• ,

f (a,.), y en los numeradores faltan sucesivamente los factores
x-al' x"':"""'a2 , ••• , x,--an• La exactitud de esta fórmula puede
comprobarse inmediatamente rse observa 'de una parte, que cada
término de y, Y, por 10 tanto, y mismo, es' un polinomio de grad@
n-l en x j y, después -qUE! para x=al se anulan todas las.frac­
dones desde la segunda en adelante, quedando reducida la pri­
mera a la unidad y siendo, en consecuencia, y = f (al) ¡ análoga­
mente, poniendo x=a2 se reconoce que es y=f(a2 ) ¡etc.. '

De esta fórmula se deduce, corno caso particular, la designada
ordinariamente como formula de Neuiion, y es la que corresponde
al caso de ser equidistantes de las abscisas dadas (fig. 110). Re-

Figura 110

suIta, entonces, más ventajoso utilizar la noiacián del Cálculo
de diferencias, como vamos a hacer ahora.

Sea f:1x un incremento cualquiera dado a x, y representemos
por 6.f(x) el incremento correspondiente que experimenta f(x) ,
de modo que:

f(x+A:x)= f(x) +Af(x).

El. incremento 6.f(x) es, .a su vez, una función de x, queva!
incrementar x en. Ax, experimenta un incremento determinado
que llamare~os «incremento .segundo» o «diferencia seguda» y
se representa por A2 f(x ) :

6.f(x+Ax) = 6.f(x) + 'A2f(x) ,

y as! siguiendo, podemos escribir:

Estas notaciones son exactamente las mismas del Cálculo di-
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ferencial, solamente que aquí se trata de cantidades finitas 'de­
terminadas y no se hace intervenir el paso al limite.

De estas definiciones sobre las diferencias, se sigue inmediata
mente que los valoies de la función f en puntos sucesivamente
.equidistantes son:

f(x + ~x)=f(x)+ ~ ((x)
f(xt2~x)=f(x+ ~x)+~f(x+¿x)

=f (x) t2 ~ f(x) +~2 f(:r.)
f(x+3~x)=f(x+2~x)+~{(x+2~x) (2]

={(x)+3 ~ f(x)+3 ~2 f(x)+¿a (x)
. (x+4 ~ x)=f(x)+4 ~ (X)+6~2 f(x)+4 42 f(X)+¿4 f(x) .

• • • • • ,. .-.- .•.•••.•.• lO· •••• ,. ••• _.•• ~ .••••••••• _lO lO-lO •.•••• _ .

De este modo sencillo se .expresan los valores de la función en
los diferentes puntos equidistantes en función de las diferencias
'Sucesivas relativas .al primer punto x, entrando corno factores
los coeficientes binámicos:

Vemos, pues, que la fórmula de N ewton da' para la parábo­
la de interpolación de orden n - 1, relaiiaia a los n puntos equi­

. distantes situados en el eje de abscisas:

la que, por consiguiente, tiene en ellos las mismas ordenadas ,que
la función. f(x), la ecuación:

-::f() (x~a) ~f(a).+(x~a)(x-a-~x)~2f(a) 1

y - . a + 1 ! ~ x 2 ! (A x)! T

+(x-a)(x-a-A x) ... (x-a-(n-2) Ax) 4n
- 1 fea)

(n - 1) ! (A x)n- I

[3]

En efecto, el segundo miembro es un polinomio de grado
n-l en x; además se reduce a fea) para x=a, y para x=a.+:Ax
se anulan todos los términos desde el tercero en adelante, que­
dando y = t(a)+'Af(a) , lo que, según [2],' es precisamente'
f(aJ+:AJx), y así sucesivamente. El cuadro [2] prueba que el poli­
nomiotoma en todos los n puntos precisamente los valores co­
rrespondientes de la función y=f(x).
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Cuando se quiere aplicar una de estas fórmulas de interpola­
ción con ventaja real y positiva, es precisó cerciorarse previa­
mente de la exactitud con que representa la función {(x), es de­
cir, hay que conocer una evaluación dellesio. Esta fué dada por
Cauchy en 1840 (1), Y vamos a ver el modo de deducirla. Sea x.
un valor cualquiera, comprendido entre los al! a2 , a;p ... , a; (nos
fijaremos en la fórmula general de Lagrangc¡ o fuera de ellos­
(inter o extrapolación); designando por P(x) la: ordenada de la
parábola de interpolación de orden n -1, dada por la fórmula
de Lagrange, y por R(x) el resto, es:

f(x) = P(x)+R(x). [4]

Según la definición de P(x); tiene que -anularse H(x) para
los valores x=al' a2 , ... , ailJ.; luego podemos escribir:

R($) = (x -_al)~(x - a~) . . • (x-an ) ~ (x),
n.

poniendo -por razón de comodidad el divisor n! ; 'procediendo en
forma análoga a la que conduce a la determinación del término
complementario de la fórmula de Taylor, se ve que· 9 (x) es
igúal al valor de la derivada n- sima de ¡(x) en un punto 1;

, : :'1',..•'

com-prendido entre los al' a2 , ... , an , Esta propiedad de qU€ la di-
ferencia entre f(x) y el polimonio de grado n -1 dependa del con­
junto de todos los valores de la' función t (11l (x) no sorprende,
sino que 'parece muy natural, observando que f(x) es igual" a
aquel polinomio en el caso de .ser idénticamente nulo" [l11l (x).

En cuanto a, la demostración de esta fórmula del resto, se
logra por el siguiente artificio: Se forma la función de la nueva
variable z:

F(z) = fez) ...:. P (z) _ (z - al)(Z - a2) ••• (z ~ an) ~ (x),
-nI'

1

donde, por tanto, se considera como parámetro la variable x que _
interviene en 'f(x). .Ahora bien, por definición es :

(i) Compres Rendus, XI, págs. 775-78-9, Oeuvres, Serie 1, tomo 1, Pa­
rís, 1885, págs. 409-424.
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lue'go será:

Además es también 'F(x) = 0 puesto que para z=x el último su­
mando se transforma en R(x) y el segundo miembro se anula
segílh [4]. Se conoce, púes, n+1' ceros de F(z); losz=a i

az' ••• , a.¡." y aplicando una forma generalizada del teorema del
.valor medio (que se deduce por reiteración del teorema ordi­
nario pág. 318 Y puede enunciarse así: Si 'una función continua
y sus' n -lprirneras derivadas se anulan ladas en n:+ 1 puntos.,
su derivada n - sirn~ se anula en un punto, por lo menos del
intervalo que .contiene todos aquellos ceros. Por lo tanto, siem­
pre que f(x) y, por consiguiente, también F(z) , tenga n deriva­
das continuas, existe un punto ;, entre íosextremos de los valo­
res al' az , ••• , ano ectal que

F(;) ==0 ;

ahora bien, es:

puesto que el polinomio pez) de grado n -1 tiene nula la deri­
vada de orden n y del último sumando sólo el término de mayor

grado -4 d' . ..¡,(x) tiene derivada de ordenn. no nula; luego será"
n.

finalmente:

o bien:

que era precisarnente lo que queríamos demostrar.
Según esto, podremos escribir así la fórrnula de interpolación

de Newton con su resto o término complementario:

f(x) = fea) + X-a 1::. f(a) + (X-a) (x-a-!::.x)1::.
2
{(a) + ..,¡

1 ! !::. x 2! (1::. X)2

(x-a) ... [x--a -(n-2)!::..:I:'1 !::.(»-1> {(a)

.+ (n - 1)! . (!::. xr~1 + ,\1 [51

(n--a) ... (x-a-(n-l) !::.x]f(ll) (E)+ , -,n. . ,
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siendo. i; un valor comprendido en el intervalo ,que contiene los,
n+lpuntos a, a+Llx, al.+2Ax, ... , a+(n-l)A'x, x. Esta fórmula
es realmente indispensable para las aplicaciones. Ya antes nos
hemos referido a, la interpolación lineal en el uso -de las tablas
logarítmicas; para f(x)=logx y 11=2 se deduce de la [5J:

x - a ~ log a
Iog x = lag a +- ---- ---:=:-

1! ' ~ x

(x+a) (x-a-~x)

n!

d2logx M
(pues es --- = - -, representando por 111 el módulo del sis-

dx2 x2

tema de logaritmos) ; y tenernos así una expresión del error cO~H;1

metido en la interpolación lineal entre los dos logaritmos, de a
y a+,8.:x, tornados de las tablas. El signo de este error es distin­
to según que x esté' comprendido entre a y a'.+Aa, o no. Esta
fórmula debiera ser conocida por cuantos hacen uso de las t~
blas Iogarítrnioas. .

No podemos entrar .aqufen más detalles acerca de las apli­
caciones de este Cálculo de diferencias ; y nos vamos a. con­
cretar a señalar la gran analogía entre la jórmu.]a de interpola­
ción de Neuüon. y la jór1l!'ula de Taylor. Esta analogía tiene un
fundamente real: Se puede deducir de. un modo sencillísimo,
pero absoluiamente riguroso, de la fórmula de N e'w)~n la de .
Taylor con su término complementario; del mismo modo que to.:.
mando límites se pasa de las parábolas de interpolación a las
'osculatrices. Y, en efecto, si se hace tender Ax hacia cero, dejan­
do fijosx, a y n, supuesto que f(x) sea derivable n veces, los n-1
cocientes de diferencias que figuran en la fórmula [5] se trans­
forman en las derivadas respectivas:

lim _~ ((a) = t' (a),
x=o ~x

li ~2f(a). t" ( )
1m -------- = a , "',

x=o ~ x 2 ,

en el último término del segundo miembro, al ir decreciendo AX,
va tomando i; diferentes valores; pero como todos los demás 'tér~

minos de este, segundo miembro tienen límites determinados y
el primer miembro conserva durante todo el proceso del paso al
límite .el valor f(x), todos estos valores [ln¡ (l;) deben tender a '.
un valor determinado, el cual' por razón de la continuidad df'



r(iX) es el valor de esta función en un punto situado entre a y x ;
designándolo por: la misma letra ; será, pues r

f(x) =f(a) + x - a f' (a) + ... + (x-at-¡ rn-¡)(a)+ (x-at rt)(~).
1 ! (n -~) ! n!'

(a'<~<x)

'Con lo cual queda demostrado completamente la fórmula de' Tay­
.Lor con su resto complementario, y al ~isma tiempo incluida de
un -modo muy elegante en la teoría general de la interpolación, .

Esta deducción del teorema de Taylor, querevela su gran re-'
Iación con cuestiones muy sencillas, y en la que se realiza el paso
cal Iímire de un modo sumamente simple, me, parece la mejor posi­
ble. Pero tia todos los matemáticos que están familiarizados con·
estas consideraciones (las cuales son frecuentemente desconoci­
das, y sobre' todo; probablemente. entre los autores de libros ele­
mentales de texto) piensan así; están acostumbrados a mirar con
prejuicio adverso todo paso al límite, y prefieren, por ello, una
-demostración directa del teorema a este enlace con el Cálculo de r

-diferencias.

Es de notar, sin embargo, en esta ocasión, que el origen. hls- ,
iárico del descubrimiento de la fórmula de "Taylor fué realmente
el Cálculo de diferencias. Ya hemos mencionado que Brock Tay­
lor fué el que expuso primero la fórmula que lleva su nombre en
'su obra Methodus incremeniorum. (1) deduciendo primero la fór­
mula de Newton, naturalmente sin el resto, y haciendo después
que ~.~ tienda hacia cero al mismo tiempo que n crece infinitamen­
te; de este modo,· obtiene rigurosamente de 10~ primeros térmi­
nos de aquélla-los primeros términos de su nueva serie:

f{x) = f(a) + x-a
1!

.... ,

pareciéndole, sin duda, evidente la continuación indefinida de lo
misma ley, sin entrar para nada en la consideración del resto, o
en consideraciones acerca de la convergencia de la serie así for­
mada. Ahora bien, en este proceso se efectúa un paso al límite

(1) Londini, 1715, pág-s. 21-23.
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de una audacia extraordinaria. En los primeros términos, en los
cuales, aparecen x-a---:-Ax, x-a-2Ax, ... , no hay ninguna di-o
ficultad, puesto ,que siendo lírn Ax=O, estos múltiplos finitos de
A:x también se anulan, naturalmente; pero siguiendo más adelan­
te, al crecer n aparecen términos que contienen los factores.
x ~ a - kAx, donde k crece también más allá, de todo límite, y no
es lícito ya, sin un examen detenido, tratar estos términos como
los primeros y deducir así que el. desarrollo limitado se transfor­
me en una serie convergente.

Taylor operaba, por lo tanto, en el rondo, con cantidades in­
finitamente pequeñas (diferenciales) de igual manera, sin duda,
que lo hacían los leibnizianos. Es interesante señalar que a pe;­
sar de ser muy joven Taylor al hacer su descubrimiento, pues

. sólo contaba 29 años, y no obstante hallarse bajo la influen..
, cia de la propia persona de Newton, se apartó del método delí­

mites de éste; y gracias a tal circunstancia, indudablemente, l1~gó

a un descubrimiento de la mayor transcendencia en el campo­
del Análisis.

U na excelente exposición .crítica de todo el proceso histórico
de este teorema puede hallarla el lector en el trabajo de AlfTedo
Pringsheim: «Zur Geschichie des Taylorscben. Lehrsatzesn (1).

Para terminar este asunto vamos a decir algo acerca de la
distinción corriente entre las series de Taylor y de Maclaurin.
Como es sabido, aparece en casi todos los libros el caso' par-
ticular de la serie de Taylor correspondiente a ser a=O : .

(IX) = f (O) + ...::.. t: (O) +x2 r: (O)
. .' 1! ' 2!

... ,

tratado independientemente cOmo serie de Maclaurin, y podría.
alguien pensar que la distinción entre las dos series fuese alga:
muy importante. A. poco que se conozca la cuestión se sabe que'
no hay ningún motiVe;:> matemático para tal distinción; pero es me­
nos conocido que desdé el punto de vista histórico esta se-o
paracióncaTec,ede sentido. La prioridad pertenece, indiscutible':" '
mente, a Taylor con su teorema general deducido del modo
antes indicado ;, pero hay más, el propio Taylor hace notar en un

(1) Bibliotheca mathernarica, serie I l I, tomo 1 (1900), pág. 433-479,



pasaje posterior de su libro (pág. 27) la forma particular de la
serie cuando a=O, y observa que puede establecerse directa.
mente con auxilio del método que hoy llamamos de Jos coefi­
cientes indeterminados; y esta deducción es la que llevó a cabo
Maclaurin en el año,1742, en su abra ya citada (pág. 464) Tr-ea­
tise of flU'xions (1) nombrando expresamente a Taylor y sin pre
tender en 10 más mínimo exponer con ello nada nuevo. Pero la
cita ha pasado inadvertida probablemente, y al autor de este li­
bro se le considera como autor del teorema, error 'que se produ­
ce con mucha frecuencia. Sólo más tarde se volvió de nuevo la

.atención a Taylor. y; por 10 menos, se dió su nombre a la forma
general 'del teorema. Es .muy difícil, cuando no imposible, luchar
contra estos absurdos citando están tan sólidamente arraigados;
pero siempre cabe propagar la verdad, siquiera en el pequeño,
círculo de las personas que se interesan por las cuestiones his­
tóricas.

3. Consideraciones históricas y pedagógicas acerca del
Cálculo infinitesimal

Observemos, primeramente, que el lazo establecido por -Tay­
lar entre el Cálculo de diferencias y el de derivadas ha sido
mantenido por largo tiempo. Todavía en los desarrollos analíti­
cos de Euler van siempre emparejadas estas dos disciplinas y
las fórmulas del Cálculo diferencial aparecen como casos límites
de. relaciones completamente. elementales del Cálculo de dife­
rencias. Este enlace tan natural desapareció con las definicio­
nespuramente formales del Cál.culo de derivadas de iagrange
al que repetidamente nos hemos referido, y así' puede verse en
una obra. de carácter enciclopédico en la materia, de fines del
siglo XVIII, escrita bajo la influencia de las ideas de Lagrange, y
que abarcaba todos los resultados entonces conocidos del Cálcu­
lo infiriitesimál,. el Traité du calcul différentiel et du calcul
integral, de Lacroix. Como' muestra característica de esta obra,
véase la definición que en ella se da de la derivada (tomo I,
pág. 145); Una función, f(x), está definida por una seriepoten-

(1) Edinburgh, 1748, vol. Ir, pág. 610.
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cial ; transformándola con auxilio del binomio de Newton se llega .
a la relación :

, f(x + h) = f(x) + hf" (x)+ ':i f" (x) +,

pues bien, Lacroix designaba sencillamente por df(x) el térmi­
no de 'esta serie lineal en h, escribía dx; en lugar de h, y tomaba
corno derivada, 'o cociente diferencial él, .corno él dice, coeiicien­
te diferencial :

df(x) = f' (x) .
dx

Aparece así esta fórmula de un podo' compktamenteextra­
fío, al cual no puede asociarse concepto alguno. Mirada en
esta forma la cuestión, naturalmente, no podía ya Lacroix tomar
el Cálculo de diferencias como punto de partida; pero le pareda,
sin embargo, de tanta importancia para la práctica que no podía'
ser suprimido, y más adelante, en el tomo III de su obra, figura
una exposición completamente independiente y muy circunstan­
ciada, pero sin que pueda verse el camino que desde ella con-
duzca al Cálculo diferencial. '

Este Lacroix «grande» tiene señalada importancia histórica
como manantial de muchas obras de Cálculo infinit.esimal que apa­
recieronen el siglo XIX: de las cuales es de citar en primer térmi­
no, el más conocido como libro de Lacrcix, ,el llamado Lacroix
«pequeño» (1).

Desde el año 20 del siglo pasado aparecen influídos estos
tratados de Cálculo no sólo' por Lacroix, sino también por el mé ,
todo de los límites que predomina en las obras dé Cauchy. Apa­
recen en primer término una serie I de tratados franceses, desti­
nadas en su' mayoría, como Cours d'anaiyse de l'Ecole polytech­
nique, para la enseñanza en esta Escuela. En ellos están basa­
dos también, directa o indirectamente, los libros alemanes, con la
sola excepción, quizá, del de Schlomilch. De este gran número
de libros sólo he dé mencionar el de Serret, «Cours de calcui di­
ffé~entiel etintégral», publicado en París en 1869 y traducido en

(1)' Traite élémentaire du calcul differentiel el integral; dos tornos. Pa-
rís, 1797. ' ,



1884 al alemán por A. Harnack, que constituye desde entonces
una de las obras más extendidas para la enseñanza del Cálculo
en Alemania. Como consecuencia de sucesivas refundiciones de
autores distintos, aparecían en las ediciones alemanas algunas
desigualdades, que se han hecho desaparecer en las ediciones
posteriores a 1906 (1) cuidadosamente revisadas por G. Scheffers,
de Charlottenburg, que ha devuelto ala obra la unidad perdida.
Con gusto citamos por último un libro francés en tres tomos, el
«Cours d'analyse mathématioue» de Goursat (2), el cual en mu:­
chas cuestiones es mucho más completo que el Serr.et y contie­
na también, en particular, tina gran serie de teorías y desarro­
llos completamente modernos; además está escrito en forma que
hace agradable su lectura.

En todos estos libros "modernos vuelven a referirse los con­
ceptos de diferencial e integral al de límite; pero generalmente
no se hace mención del cálculo de diferencias ni de la interpola­
ción; se quiere ahora ver las cosas apurando el detalle, pero ello
implica,como en el microscopio, una considerable reducción del
campo de vista. Así, ahora se relega ordinariamente el Cálculo
de diferencias como propio exclusivamente de los calculadores
prácticos que tienen necesidad de aplicarlo, y' en particular de los
astrónomos, y el matemático suele no tener conocimiento alguno
del mismo, cosa que' es de esperar cambie (3).

Para terminar lo que se refiere al Cálculo infinitesimal; seña-. .

lemas únicamente cuatro puntos que distinguen nuestro criterio
del corriente en los libros usuales:

1.0 Exposición intuitiva de COnsideraciones abstractas por
medio de representaciones gráficas (curvas de aproximación en
las series de Fourier y de Taylor),

2." Hacer resaltar .ei enlace entre las teorías próximas, como
con el Cálculo de diferencias y el de interpolación y, por último,
también con las investigaciones de los filósofos.

(1) Serret-Scheffers : Lehrbuch der Difierential-und Integralrechnung,
tomo 1, 6.'" ed. Leipzig, 1915; t rno Ll, 6."-7."' ed. 1921; torno lII, 5." ed.
1914.

(2) 'París, 1902-1907 j tomo 1, 3." ed. 1917; tomo II, 3." ed. 1918 j tomo'
lB, 2.'" ed. 1915. .

(3) Merecen ser leídos.: Markoff, Diflerenzenrechnung, Leipzlg, 1896,
y Nórlund, Vorlesungen uber Differenzenrechnung, Leipzig, 1924.
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3.0
. Dar importancia a la evolución. histárica de los conoCt~,

mientas científicos.

4.0 Preseniacián. de algunos ejemplos de libros populares
para caracterizar 'la -diferencia entre los conceptos del' gran pú­
blico, influídos por tales obras, y los de los matemáticos' profe­
sionales ..

A mí me parece de extraordinaria importancia que todo ello
sea conocido de los aspirantes al magisterio secundario; pues al
llegar a la práctica de la enseñanza tropezarán con que los con­
ceptos de los alumnos son aquellos vulgares,' y si no conocen
bien los Élementos intuitivos de la Matemática así como las re­
laciones vivas entre las distintas ramas de ésta y entre ella 1;
las demás ciencias, y, sobre todo, si no conocen el desarrolló
histórico, les fallará siempre' el terrerio en que pisen, y una de
dos: volverán su' atención al campo de la Matemática pura más

. moderna y no serán entendidos por sus discipulos, o sucumbirán
en la lucha, olvidando cuanto aprendieron en los cursossuperio-.
res y cayendo en la rutina de siempre. Precisamente en el campo
del Cálculo infinitesimal es donde la discontinuidad en la ense­
ñanza alcanza un grado máximo, como repetidamente hemos di­
cho; yo confío-que estas lecciones contribuirán a hacer desapa­
receresa discontinuidad ,y serán útiles a los futuros' profesores

. en la práctica de la enseñanza.

Con esto terminarnos realmente nuestras lecciones sobre Aná-
lisis y vamos, amado .de apéndice, a hablar algo acerca de al­
gunas Teorías de la. Matemática moderna, a las que incidental­
mente nos hemos referido ya antes, y sobre las que conviene
9ue todos los'profesores estén regularmente orientados.


